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2. PRAVDEPODOBNOST

Matematicky zaklad Statistickych metdd je teoria pravdepodobnosti, ktora skima
zakonitosti v takych javoch a procesoch, kde sa vyskytuji prvky nahodnosti. Tato
kapitola obsahuje tie pojmy teodrie pravdepodobnosti, ktoré vyuzijeme pri popise
Statistickych metéd. Vhodny matematicky aparat na axiomatické vybudovanie ted-

rie nahodnych javov je tedria mnozin.

2.1 Nahodny pokus a nahodny jav (udalost’)

Okrem javov, ktoré su uréené deterministicky (fyzikdlne a matematické zakony,
vztahy medzi ekonomickymi veli¢inami) sa Casto stretdvame s javmi, ktoré sa ne-
daju opisat’ tymto spésobom. Na vysledok ¢innosti, pri zachovani rovnakych pod-
mienok, mézu vplyvat’ aj druhotné faktory, ktorych vplyv nevieme predvidat’, pre-
to dopredu nie je znamy ani vysledok tejto ¢innosti. Preto takuto ¢innost’ - fyzicky
experiment volame mnahodny pokus (hod kockou alebo viacerymi kockami, loso-
vanie prvku z nejakej mnoziny, rozdanie kariet, rozne nahodné hry, narodenie die-
tat'a istého pohlavia). Spolo¢nou vlastnostou ndhodnych pokusov je ich opako-
vatelnost'.

Nahodny jav (udalost’) je vysledok nahodného pokusu, ktory pod vplyvom
nahody niekedy nastane, inokedy nie. Nahodné javy sa oznacuju 4, B, ... .
Priklady :

e Pri hode kockou padne 5 bodov.

e Narodi sa dievca.

e Vyrobi sa zly vyrobok.

eV rade stoji najviac 5 'udi.

e 7o vsetkych obyvatel'ov mesta sa vylosuje dochodca.
Je doélezité poznat mnozinu vSetkych moznych vysledkov nahodného pokusu.
V d’alsom ku kazdému takémuto vysledku priradime ¢islo, ktorym vyjadrime San-

cu, ze dany pokus skon¢i s tymto vysledkom.
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2.2 Vzfahy medzi nahodnymi javmi a operacie s nimi

Osobitne doblezité postavenie maji elementarne nahodné javy (oznacujeme ich
E, E,, ..), ktoré zodpovedaji r6znym zakladnym vysledkom nahodného pokusu.
Pre kazdy pokus je dblezité poznat’ vSetky elementarne ndhodné javy, z nich vy-
tvorit mnozinu vSetkych moznych vysledkov pokusu

Q={E.E,,..E,,.}|.

Presnejsie: Nech mnozina Q = {El,Ez,...,En,...} je neprazdna, aspon dvojprvkova.
Jej prvky s elementarne javy, nahodny jav je l'ubovol'nd podmnozina mnoziny

Q.

Zakladné vzt’ahy medzi javmi a operacie s nimi

a) Mnozina Q predstavuje jav, ktory nastane vzdy po vykonani pokusu, vola
sa isty jav a oznaCuje sa . t.j. I = Q (Obr. 2.1 a) .

b) Prazdna podmnozina mnoZziny () reprezentuje nemozny jav. Je to jav,
ktory po vykonani pokusu nikdy nenastane, oznacuje sa ¢ (Obr. 2.1 b).

¢) Jav A4 je cast’ou javu B, ak s nastanim javu A4 nastane vzdy aj jav B, ¢o
oznacujeme A4 < B (Obr. 2.1 ¢). Pre relaciu c platia vztahy:

AcAd; Acl; ¢cd; (AcBA(BcC)=4AcC.

d) Javy A, B sa rovnaju (sa rovnocenné), ak plati Ac B a sucas-
ne B < A4, ¢o oznaCujeme A = B (Obr. 2.1 d).

e) Jav A je opaény jav Kk javu A, ak jav 4 nastane prave vtedy, ked’ nenasta-
ne jav 4 (Obr. 2.1 e).

f) Jav C, pri ktorom sucasne nastane jav A aj B nazyvame prienik (sicin)
javov A, B a oznacujeme C = AN B (Obr. 2.1 f).

g) Jav C, pri ktorom nastane aspon jeden z javov 4 alebo B, nazyvame zjed-
notenie (sucet) javov A, B a ozna¢ujeme C = AU B (Obr. 2.1g).

h) Jav C je rozdiel javov A a B (v tomto poradi) a nastane prave vtedy, ked’
nastane jav A a zaroven nenastane B, ¢o ozna¢ujeme C = A— B (Obr. 2.1

h).
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i) Javy A, B su disjunktné (nezlucitel’'né), ak ich sic¢asné nastanie nie je
mozné, t.j. AnB=¢ (Obr. 2.1 ).

j) Skupinajavov 4,,4,,..., 4, tvori aplny systém javov, ak 4, N4, =g, pre
i#j, i,j=12,.,naakplati 4, U4, U..U4, =Q.

k) Jav A4 je zloZzeny jav, ak sa da vyjadrit' ako zjednotenie aspon dvoch javov,

r6znych od nemozného javu a samotného javu 4.

1) Elementarny jav E # ¢ ma vlastnosti:
Neexistuje taky jav B # ¢, pre ktory by platilo BcC E .

Ro6zne elementarne javy su vzdy disjunktné.

Kazdy zloZeny jav sa da vyjadrit’ ako zjednotenie elementarnych javov.

vV V V V

Ku kazdému zlozenému javu B existuje elementarny jav E tak, ze E C B.

Poznamka 2.1
Vidime, Ze s javmi pracujeme ako s mnozinami, moézeme ich znazoriiovat’ Venno-

vymi diagramami ako na Obr. 2.1

|

Obr. 2.1 Znazornenie nahodnych javov pomocou Vennovych diagramov
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Priklad 2.1
Hadzeme hracou kockou. Nech jav 4 je padnutie parneho poctu bodov, jav B pad-
nutie 2 alebo 4 alebo 6 bodov, jav C padnutie 2 bodov, jav D padnutie najviac 3
bodov, jav F padnutie viac ako 6 bodov. Potom vztahy medzi javmi mézeme vy-
jadrit’ takto:

» CcD,A=B

> D- jav, Ze padnu aspon 4 body

» F -nemozny jav

> AnD=C

» B-C -jav, ze padnu 4 body alebo padne 6 bodov
> m- jav, ze padne 5 bodov.

2.3 Pravdepodobnost’ a jej vlastnosti

Zatial' sme sa zaoberali len vztahmi medzi nahodnymi javmi. Nahodné javy majua
aj int objektivnu vlastnost. Pri mnohonasobnom opakovani nahodného pokusu
mozeme pozorovat isté pravidelnosti, zakonitosti. Napriklad, niektoré javy nasta-
vaju CastejSie ako iné. Skimanim zakonitosti pri pdsobeni ndhody sa zaobera teo-
ria pravdepodobnosti. Kazdy nahodny jav m6zeme kvantitativne (¢iselne) ohod-
notit’, priradit’ mu ¢islo, ktoré bude vyjadrovat’ mieru moznosti, Ze tento jav nasta-
ne. Toto cislo sa nazyva pravdepodobnost’ javu A, oznacujeme ho P(4)
a v dalSom tento pojem zavedieme presnejSie.

Z historického hladiska iSiel vyvoj od Statistickej pravdepodobnosti (zaloze-
nej na mnohondsobnom opakovani pokusov), cez klasickd pravdepodobnost’ (za-
lozenej na kombinatorike), cez geometricku pravdepodobnost’ az po axiomatic-
ku pravdepodobnost’. Dnesna podoba axiomatickej pravdepodobnosti pochadza

od A.N. Kolmogorova (1934) .
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Klasicka definicia pravdepodobnosti
Je vybudovana na tom, 7e mnozina elementérnych javov Q={E,,E,,...E,} je ko-
ne¢na. Ku kazdému elementarnemu vysledku priradime &islo P(E;), vyjadrujice

Sancu — pravdepodobnost’, Ze tento vysledok nastane.
Pravdepodobnost’ou na mnozine {2 nazyvame kazda nezaporna funkciu P,

pre ktort plati P(E,)+ P(E,)+...+ P(E,)=1.
Navyse, nech vsetky elementarne javy su rovnako mozné, t.j. P(El.)zl , pre
n

vSetky elementarne javy. Nech jav 4 c Q je tvoreny m elementarnymi javmi
z mnoziny Q. Potom pravdepodobnost’ javu A4 je ¢islo P(A), definované po-

dielom

P( A)— m | priaznivé pripady pre nastupenie javu A
vietky mozné pripady '

Poznamka 2.2
Cislo 100 . P(A) je pravdepodobnost’ javu 4 vyjadrena v percentach. Tento sposob

vyjadrovania pravdepodobnosti je najcastejsi v beznych praktickych ulohach.

Priklad 2.2
V trojdetnej rodine, kde narodenie chlapca i diev€ata bolo rovnako pravdepodob-
né, urcite pravdepodobnost’ nasledujtcich javov:

e A - deti sa narodili v poradi CHDCH alebo CHCHD

e B -vrodine maju aspon 2 dievéata

e ( -vrodine maju vSetky deti rovnakého pohlavia

e D -nemaju ziadne dievca

e £ -maju aspon jedného chlapca

e F'-maju najviac jedného chlapca.
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Vsetky moznosti ako sa mohli 3 deti narodit’ tvoria mnozinu elementarnych ja-
vov Q= { CHCHCH,CHCHD,CHDCH,DCHCH ,CHDD,DDCH,DCHD, DDD } ,
ktora ma 8 prvkov. Pravdepodobnost’ kazdého elementarneho javu z Q je uréena
napriklad takto: Zo 100 manzelskych parov sa polovici narodi CH a polovici D.
Z tych, ¢o uz maji CH ako prvé dieta, sa polovici narodi D a polovici CH.
A nakoniec, z tych , ¢o maju uz CHD sa zas polovici narodi CH. Preto podiel ro-
din, ktoré majua deti v poradi CHDCH je %z(%z%) = % =0,125. Toto ¢islo dosta-
neme pre kazdy elementarny jav z 2, t.j. vSetky elementarne javy s rovnako

mozné. Urc¢ime, ktoré elementarne javy tvoria javy A-F a ich pravdepodobnosti:

A={CHDCH,CHCHD}=> P(4) =§ =0,25,

B ={DDCH,DCHD,CHDD,DDD } = P(B)=—=0,5,

4
8
C ={DDD,CHCHCH | = P(C) = % =0,125,

D ={CHCHCH}= P(D)= % =0,125,

E= {CHDD, DCHD,DDCH,CHCHD,CHDCH ,DCHCH ,CHCHCH }

= P(E)= 7,

8
F ={DDD,DDCH,DCHD,CHDD} = P(F)= % =0,5.
Priklad 2. 3

Pri rieSeni predchadzajuceho prikladu moézeme rozmyslat' aj takto: vytvarame
usporiadané trojice prvkov XXX, kde na kazdom mieste médze byt CH alebo D

(s rovnakou $ancou), vSetkych moznosti je 2-2-2 =8 (variacie s opakovanim), pre
. . . 2
jav 4 s vyhovujuce len dve moznosti CHDCH, CHCHD. Preto P(A)zgz 0,25,

atd’.
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Statisticka pravdepodobnost’ a relativna pocetnost’

Vychadzame z vel’kého poctu nezavislych pokusov (t.j. vysledok jedného pokusu
neovplyvni vysledok nasledujaceho pokusu), vykonanych v rovnakych podmien-
kach a sledujeme, kol'kokrat nastal jav A. Ak v jednej sérii » pokusov nastal dany

jav prave m-krat, tak ¢islo

f:%, O<m<n 2.1)

nazyvame relativna pocetnost’ javu A.

Ak postupne zvySujeme pocet pokusov v jednotlivych sériach, dostaneme po-
stupnost’ relativnych pocetnosti fi, f5, f5,... a pri velkom pocte pokusov zistime,
Ze sa tieto relativne pocetnosti od seba malo odlisuju, vykazuju istu stabilitu. Pri-
deme k zaveru, ze existuje konstanta, okolo ktorej relativne poéetnosti kolisu. Pre-

to pravdepodobnost’ javu A, ozn. P(A) je ¢islo

P(4)=1im 2 (2.2)

n—o n

m . , « 5
kde — je relativna pocetnost’ javu 4.
n

Najznamejsie odovodnenie tejto vlastnosti pochadza od J. Bernoulliho ako je-
den tvar zakona vel’kych ¢&isiel. Hovori, ze pravdepodobnost’ toho, ze sa relativna

pocetnost’ javu 4 lisi od pravdepodobnosti javu 4 o Fubovol'ne malé ¢ >0, je rov-

na 1, ak je pocet pokusov nekonecéne velky, t.j.

limP(

To nas opraviiuje pre vel'ké n nahradit’ pravdepodobnost’ relativnou pocetnostou,

m
—=PD
n

<gj=1, kde P(4)=p. (2.3)

tj. P(4) = % (2.4)
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Priklad 2.4

Pri opakovanom hode kockou zistujeme, ¢i kocka nie je falosna. Sledujeme, aka je
pravdepodobnost, ze padne napr. jednotka. Vysledky z 5 sérii pokusov su v Tab.
2.1.

Tab. 2.1 Vysledky pokusov pri hode kockou

Pocet hodov Pocet padnuti jednotky Relativna pocetnost’
50 5 0,1
100 13 0,13
500 88 0,176
1000 159 0,159
5000 822 0,1644

Pri hode kockou je Q= {1,2,3,4,5,6}, ale len jeden elementarny jav je priaznivy

vysledok. Preto P(A ) = % = 0,16, &o priblizne zodpoveda relativnym po&etnos-

tiam pri 1000 a 5000 pokusoch.

Priklad 2.5

Aby sme mohli priklad s 3 detmi v rodine vyrieS$it’ $tatistickym pristupom, potre-
bovali by sme zozbierat’ idaje napr. z 10000 trojdetnych rodin a zistit, v kol’kych
rodinach sa narodili deti v poradi CHDCH alebo v poradi CHCHD, ozna¢me tento

pocet m. Pravdepodobnost javu A4 odhadneme pomocou relativnej pocetnosti

P(4)= ﬁ :

Geometricka definicia pravdepodobnosti

Nech Q je mnozina (interval, rovinny ttvar, priestorové teleso ) a G < Q, pri¢om
vieme vypocitat’ dizku ( obsah, objem) mnozin G,Q. Zistime, aka je pravdepo-
dobnost, Ze ndhodne zvoleny bod mnoziny Q padne aj do G ? Pravdepodobnost’

tohto javu definujeme prirodzenym sposobom ako podiel mier utvarov

P(4 )=LG) (2.5)

#e)’

kde #(G)=0, x(Q)>0 su miery ( dizka, obsah, objem ) utvarov.
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Pouzitie tejto definicie je vhodné, ak mnoziny 2, G maja nekoneéne vela prv-

kov, ale pravdepodobnost’ zvolenia kazdého bodu v Q je rovnaka.

Priklad 2.6
Na usecke AB s dizkou 1 su nahodne zvolené 2 body C.D. Ak4 je pravdepodob-
nost’ toho, ze bod C lezi blizsie k bodu D ako k bodu 4?

X
D
1 l
Al € lp B
. y ,

Obr. 2.2 Geometrické znazornenie prikladu

Oznadime v sulade s Obr. 2.2 |AC| =X,

AD|=y. Vzdy musi platit 0<x<I,
0<y<l1. Ak tieto vSetky mozné vol'by x a y znazornime ako body [x, y]v rovine,
tak Stvorec (0;1} X (0;1} na Obr. 2.3 predstavuje mnozinu Q vsetkych moznych vo-
lieb bodov C,D na usecke. Obsah tohto Stvorca je ,u(Q)zl. Bod C lezi blizsie
k bodu D ako k bodu A4, ak plati |y—x| < x. Oborom pravdivosti tejto nerovnice

bude ¢ast’ Q a predstavuje mnozinu G priaznivych vysledkov tlohy. VyrieSime ta-

to nerovnicu a jej rieSenie znazornime graficky v rovine:
l. (-x20)A(y-x<x) =>@=x)a(y<2x)

alebo 2. (y-—x<0)a(-y+x<x)= (y<x)a(y>0)

y=2x

0 T —T T '
1 1,5
Obr. 2. 3 Grafické rieSenie prikladu
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Obsah vysrafovanej oblasti je ,u(G)z%. Preto pravdepodobnost’ toho, ze bod C
N . G) 3
lezi blizgie k bodu D ako k bodu 4 je P(4)="5—<===0,75.
HQ) 4

Axiomaticka definicia pravdepodobnosti
Klasicky a geometricky pristup v predchadzajucich ¢lankoch davaju navod ako vypoci-
tat’ pravdepodobnost’ javu aj bez uskuto¢nenia nahodného pokusu, Statisticky pristup
umoziuje vypocitat’ pravdepodobnost’ javu az po vykonani velkého poctu pokusov.
Teoretickym zovSeobecnenim tychto definicii je axiomaticka definicia, ktora vSak ne-
dava priamo navod na vypocet pravdepodobnosti javu.

Nech Q je 'ubovol'na, aspon dvojprvkova mnozina a S je neprazdna mnozina,
obsahujuca podmnoziny mnoziny Q. Nech S spiiia tieto podmienky:

Sl: ak A€ S, potom aj jej doplnok v Q je prvkom S, t.j. A€ S,

S2: ak 4, €S, tak aj (Alqu u...uAnu...)eS,preVneN.

Kazdu funkciu P, ktora je definovana na mnozine S, s hodnotami v mnozZine reél-
nych ¢isel, tj. P: S—R aktora ma vlastnosti :
Al: kazdému javu 4 € S je priradené nezaporné ¢islo P(A),
A2: P(Q)=1,
A3: ak 4,,A4,,..4, ... st disjunktné mnoziny z S, pre kazda réznu dvojicu mno-
Zin, potom
P(A1 Ud, U UA, U... )=P(A1 )+ P(Ay)+ ..+ P(4,)+... (2.6)

volame pravdepodobnost’. Prvky mnoziny S volame nahodné javy, Cislo P(A)
volame pravdepodobnost’ javu A4 a usporiadanu trojicu ( Q, S, P ) volame prav-
depodobnostny priestor.

Priamo z tejto definicie vyplyva, Ze ak ndhodny jav je zlozeny z niekol’kych

elementarnych javov, potom pravdepodobnost’ jeho nastatia je sucet pravdepodob-
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nosti jednotlivych elementarnych javov, lebo elementarne javy su disjunktné
a mozno pouzit’ axiomu A43. Napriklad, ak 4 = {El B, E, }, potom
P(4)=P(E,)+ P(E,)+ P(E;).

Priklad 2.7

Aka je pravdepodobnost’, Ze na kocke padne ¢islo vdc¢sie alebo rovné Styrom? Ten-
to jav 4 pozostava z troch elementarnych javov (padne Stvorka, padne pitka, pad-
ne Sestka), ktoré si samozrejme disjunktné a pravdepodobnost’ nastatia kazdej

z nich je 1/6. Preto P(4)=1/6+1/6+1/6=1/2.

Pre 'ubovolné A< §,B e S platia tvrdenia:

a) P($)=0 2.7)
by P(4)=1-P(4) 2.8)
¢) AcB= P(4)< P(B) (2.9)
d) o0<P(4)<l1 (2.10)

Dokaz Pri nasledujucich dokazoch stadi dany jav zapisat ako zjednotenie dis-
junktnych javov a pouzit axiému 43.
o [Ug=1, INng=¢ Podla 43:P(I)=P(IUg)=P(I)+P(g) .
Podla A42: 1=1+P(p). Preto 0= P(g).
o Aud=Tadnd=¢.P(aud)=P(1),P(4)+ Pla)=1 = P(4)=1-P(4).
e Ak Ac B potom B=Au(dnB)a 4[4 B)=¢. Podra 43:
P(B)= P(4)+ P4~ B), kde P{4~ B)>0. Preto P(4)<P(B).

e $cAcT ,podlac)plati P(¢)<P(4)<P(I),tj. 0<P(4)<l.

Dal3ie vlastnosti pravdepodobnosti:

e) P4-B)=P(4)-P(4nB) (2.11)
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Déokaz Jav 4= (A—B)U(A(\B) a (A—B)m (A mB): ¢ . Podla A3 plati
P(4)= P(4-B)+P(4N B). Potom P(4-B)=P(4)-P(4nB).

f) Veta o pravdepodobnosti zjednotenia javov Ak javy 4,B nie su disjunkt-
né, neda sa aplikovat’ axioma A3 z axiomatickej definicie. V tomto pripade plati

P(4UB)=P(4)+ P(B) - P(4n B). (2.12)

Dokaz AUB=AU(B—4)a An(B-A4)=¢.Podla 43 a vysledku (2.11)
P(4U B)=P(4)+ P(B—4) =P(4)+ P(B)-P(4nB).

g) ZovsSeobecnenim tejto vlastnosti dostaneme:

P(CJAJ: S P(4)- S P4 A )+ TP A4 Aa) -
i=1 i=1 i, j=1 i) k=1

i<j i<j<k

et (C)TPA A NN A) (2.13)

Poznamka 2.3

Pravdepodobnost’, Ze nastane aspoii jeden z javov A4, B,C je
P(4UBUC)=P(4)+ P(B)+ P(C)-P(4nB)-P(AnC)- P(BNC)+
+P(AnBNC).

h) Podmienena pravdepodobnost’® Pravdepodobnost’ nastatia nadhodného javu
je ovplyvnena aj tym, ¢i nastal iny nahodny jav. Napriklad pravdepodobnost’, ze
Sportovec je basketbalista je ind v pripade, Ze ma vysku 210 cm a ind v pripade,
ked’ ma vysku 160 cm. Alebo pravdepodobnost, Ze sa ucitel’ Skoly stane jej riadi-
telom je ind v pripade, ze je muz a ind, ak je to Zena. Hovorime o podmienenej
pravdepodobnosti javu 4 za podmienky, Zze nastal jav B, ¢o ozna-

cujeme P(4/B). Je definovana vztahom

P(ANB)

P(B)

P(4/B)= , kde P(B)>0. (2.14)
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Poznamka 2.4
Ak Q obsahuje len koneény pocet prvkov, da sa tato vlastnost’ dokazat, ak nie,

treba ju brat’ ako definiciu (axiému A4 ).

Na jednoduchom priklade objasnime povod tejto definicie.
V telocvicni je 50 Sportovcov, 30 z nich méa nad 200 cm a z nich je 20 basketbalis-
tov. Nahodne sme vybrali $portovca, ktory mal nad 200 cm. Aka je pravdepodob-
nost, ze je to basketbalista?
Oznacdime jav B — $portovec je basketbalista, jav V' — je vysoky nad 200 cm. Zau-

jima nas pravdepodobnost’ P(B/ V). Vsetkych vysokych nad 200 cm je 30, priaz-

nivé vysledky predstavuju ti z tejto skupiny, ktori su basketbalisti, tych je 20. Preto

P(B/V)z%. Upravime toto ¢islo do tvaru P(B/V):%;zg' Cislo v &itateli je

P(BNV), v menovateli P(V). Odtial
P(BNV)

P(y)

P(B/V)= (2.15)

i) Veta o pravdepodobnosti prieniku (su¢inu) javov Pravdepodobnost’, Ze
javy 4,B nastanu sucasne je

P(ANB)=P(B)-P(4/B) (2.16)
alebo P(AnB) =P(A4)-P(B/A) . (2.17)
Je to jednoduchy désledok predchadzajicej definicie podmienenej pravdepodob-

nosti.

7)) Jej zovSeobecnenim je tato vlastnost’:

P(4, "4y nnnd, )= P(A4,).P(4y)4). P(45] 4 O 4y) ...

P4, /4,4, NN A, ) (2.18)
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k) Nezavislost’ javov Ak jav A nezavisi od toho, ¢i nastane jav B, hovorime, Ze
javy A, B su nezavislé a plati

P(4/B) = P(4), kde P(4)>0 a P(B)>0. (2.19)

Pomocou podmienenej pravdepodobnosti sa da dokazat’, ze javy 4, B su nezavislé
prave vtedy, ked P(AnB)=P(4).P(B).
Ak st javy nezavislé, podstatne sa zjednodusi vypocet pravdepodobnosti prieniku ja-

VOov:

P4, n4,n..nd,)= P4, ) P(4,)-...- P(4,) (2.20)

Priklad 2.8

V trojdetnych (Priklad 2.2) rodindch mame zistit pravdepodobnost’ javu A4, Ze sa
deti narodia v poradi CHDCH alebo CHCHD, pricom sme predpokladali, ze prav-
depodobnost’ narodenia chlapca aj diev€ata sa rovnaké, bez ohladu na pohlavie

predchadzajicich sarodencov. P(CH )= 0,5 je pravdepodobnost narodenia chlap-
ca, P(A) =0,5 je pravdepodobnost’ narodenia dievcata.
Jav A sa da vyjadrit ako zjednotenie dvoch disjunktnych javov 4, U 4,, kde 4, je
jav, ze sa deti narodia v poradi CHDCH a A, je jav, ze sa narodia v poradi
CHCHD. Preto

P(4, 0 4,)=P(4,)+ P(4,).
Jav 4, je prienik (sucin) troch nezavislych javov, preto
P(4,)=P(CH)-P(D)- P(CH) = 0,5-0,5-0,5 = 0,125,
P(4,)= P(CH)- P(CH)-P(4)=0,125.
Nakoniec P(4)=0,125+0,125=0,25.

1) Veta o Gplnej pravdepodobnosti Nech javy H,,H,,...,H, tvoria Gplny

systém javov. Potom plati
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P(A)= $P(H, ) P(4]H,). @21

i=1

Doékaz Jav 4 je zjednotenie disjunktnych javov (Obr. 2.4)
A=(AnH)U(4nH,)U..u(4nH,), preto

P(4)=P(AnH,)+..+ P(AnH,)=

= gP(AmHiF gP(Hi )-P(4/H,).

H
1 H,

H,

Obr. 2.4 Veta o uplnej pravdepodobnosti

m) Bayesova veta Nech javy H,,H,,...,H, tvoria Uplny systém javov.

Potom plati

P(H ]4)= P(Hkl'{:g;lmk). (2.22)

Ddkaz Vyplyva z definicie podmienenej pravdepodobnosti.

P, ~4)_ P(H,)P(4H,) |

U= =500 Z)

Priklad 2.9

Pravdepodobnost’, Ze vodi¢om auta je muz, je 0,65. Pravdepodobnost, ze vodi¢ -
muz spdsobi dopravna nehodu je 0,033 a pravdepodobnost’, Ze vodi¢ - Zzena spdso-
bi dopravna nehodu je 0,030. Na ceste sa stala dopravna nehoda. Aka je pravdepo-

dobnost’, Ze nehodu spdsobila zena?
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Oznaéme jav N - stane sa dopravna nehoda a pomenujme pravdepodobnosti
z prikladu:

P(M ) =0,65 je pravdepodobnost’, Ze vodi¢ je muz,

P(Z ) =0,35 je pravdepodobnost, ze vodi¢ je Zena,

P(N /Z ) = 0,03 je pravdepodobnost’, Ze nehodu spdsobi Zena,

P(N /M ) =0,033 je pravdepodobnost’, ze nehodu sposobi muz.

Zaujima nas pravdepodobnost’, ze spésobent nehodu urobila Zena, ¢o je

(2)P(N/Z) 0,35-0,03
P(N)  0,35-0,03+0,65-0,033

P(Z/N)= P = 0,3286

kde pravdepodobnost’ nehody P(N ) ur¢ime pomocou vety o uplnej pravdepodob-

nosti.

n) Bernoulliho schéma Ak ten isty pokus, pri nezmenenych podmienkach,
opakujeme viackrat a vysledok jednotlivého pokusu je nezavisly od vysledkov
predchadzajucich pokusov, hovorime o opakovanych nezavislych pokusoch.
Prikladom je losovanie prvkov z nejakej mnoziny, kde prvky po pokuse vratime
spét’.

Ak v kazdom pokuse nastane jav 4 s pravdepodobnostou p, potom pravdepo-

dobnost’ toho, ze v sérii n nezavislych pokusov nastane tento jav prave k-krat je

Pk’n:(z\]~pk~qn_k, kde 0<k<n a ¢g=1-p, (2.23)

n . W ~ Id . . . . . .
a kombina¢né ¢&islo (k} je pocet moznosti ako rozmiestnit’ v usporiadanej n-tici

k prvkov.

Priklad 2.10
Zmenme v rodine z Prikladu 2.2 pravdepodobnosti narodenia chlapca a dievéata

(len pre lepsiu nazornost, podstatu rieSenia to nezmeni) takto: P(CH)=0,51 a

P(D)=0,49 . Predpokladali sme, Ze pohlavie druhého a tretiecho dietata v rodine

. . L T thi \ hase th
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nezavisi od pohlavia skor narodenych surodencov. Vypocditajte pravdepodobnost
javu W, ze medzi 3 stirodencami je prave jedno dievca.

Symbolicky zapiseme jav W =(DCHCH)U(CHDCH)U(CHCHD), &o su navza-
jom disjunktné javy a narodenie CH a D su nezavislé.

Preto  P(W)=0,49-0,51-0,51+0,51-0,49-0,51+0,51-0,51-0,49 =3.(0,49)"-(0,51)" .

Alebo P, = 3 (0,49)" - (0,51)°.
2,3 2

0) Ak v tejto sérii pokusov vysledok kazdého pokusu zavisi od vysledkov pred-
chadzajucich pokusov, hovorime o opakovanych zavislych pokusoch. Prikladom

su vybery prvkov z nejakej mnoziny, kde prvky po pokuse nevratime spat’.

p) Nech je danych N prvkov, z ktorych K prvkov ma danu vlastnost’ (0 <K <N )

Zo vsetkych N prvkov vyberieme n prvkov (0 <n<N ) Potom pravdepodobnost’

toho, Ze v tomto vybere ma dant vlastnost’ prave k£ prvkov je

K\Y(N-K
k) n—k .
P(A)zT,kde 0<K<N, 0<n<N, 0<k<min{K,n}. (2.24)
Ddkaz Pocet vSetkych moznosti ako vybrat’ n prvkov z N prvkov je ( J, ¢o su
n

kombinacie bez opakovania. Priaznivé vysledky tvoria tie vybery, ktoré obsahuju

k prvkov s danou vlastnostou, zvy$nych n-k prvkov nema danu vlastnost.

K
Z K prvkov (nositel'ov vlastnosti) sa £ prvkov da vybrat’ [kJ spdsobmi, zvys$nych
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N-K
n-k prvkov sa z N—K prvkov ( nemaju danu vlastnost’) da vybrat ( L J spo-
n —

o

sobmi. Preto P(A4)=

Priklady na precvicenie

2.11  Co padne &astejsie ako sucet na dvoch kockach , &islo 9 alebo 10? Ako je

to na troch kockach?

2.12  V jednom urade pracuje 7 zien a 3 muzi. Je nutné znizit' stav zamestnancov
o troch. Ur¢ite pravdepodobnost’ toho, Ze pri ndhodnom vybere budu pre-

pusteni 2 muzi.

2.13  Na 6 listkoch su napisané pismena a zostavené slovo KARATE. Malé die-

t'a zostavilo z nich slovo RAKETA. Vie toto diet’a ¢itat’?

2.14 'V autobuse sa rozpravaju Studenti o tom, ako bolo dnes na skuskach.
,,Kolki dnes boli?*
,, Dnes 0smi na matike a Styria na fyzike .“
,,» Kol’ki urobili?*
,, Piati z matiky a traja z fyziky.*
» A ¢o Eva?
,, Eva urobila®.

Rozhodnite, na akej skuske bola Eva .

2.15  V antikvariate sa cena knihy znizuje, ak ma vytrhnut aspoi jednu stranu,

alebo su jej strany popisané. Knih, ktoré maju vytrhnuté strany je 20%,
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knih, ktoré sua popisané poznamkami je 30% a knih bez chyby je 70%. Ur-
¢ite, aka je pravdepodobnost’, ze nahodne vybrana kniha je popisana, ale

ma vSetky strany!

2.16  Co je pravdepodobnejsie, vyhrat v hre s rovnocennym partnerom 3 partie

70 4 alebo 5 z 8 (remiza sa nepripusta)?

2.17 Dve lode musia vylozit ndklad v tom istom pristavisku. Prichody oboch
lodi st nezavislé a rovnako mozné v priebehu celého dna. Urcite pravde-
podobnost’ toho, ze niektora z lodi bude musiet’ ¢akat’ na uvolnenie prista-

viska, ak jednu z lodi vykladaji 1 hodinu, druhua 2 hodiny.

2.18 Test sa sklada z 15 otazok, za kazdou je ponuknutych 6 moznych odpove-
di, z ktorych je len jedna spravna. Aby $tudent urobil skusku, je potrebné
zaskrtnut’ aspon 10 spravnych odpovedi. Aka je pravdepodobnost, ze Stu-
dent skisku urobi, ak
a) odpovede zaskrtava aplne ndhodne,

b) v kazdej otazke vie vzdy vylucit' 3 zlé odpovede, ale zo zvySnych
troch si musi tipovat’,
¢) je tak pripraveny na skusku, Ze na 5 otazok pozna spravnu odpoved’,

ale na zvysnych 10 otazok si musi odpovede tipovat'.

2.19  Pre sériovo - paralelna ststavu na obrazku su dané pravdepodobnosti bez-
poruchovej ¢innosti pre jednotlivé komponenty A, B, C, D postupne
p, =085, p, =091, p, =0,89, p, =0,95 .Urcite pravdepodobnost’ bezpo-

ruchovej ¢innosti celej sustavy.

A B
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2.20 Pravdepodobnost’, ze sic¢asna hospodarska depresia bude pokracovat’ aj na
buduci rok, sa na zaklade odhadov ekonémov rovna 0,1. K miernemu o0zi-
veniu dojde s pravdepodobnostou 0,2, k vyraznému oziveniu s 0,5
a k prudkému hospodarskemu rastu s pravdepodobnostou 0,2. Pravdepo-
dobnost’, Ze zisk firmy presiahne 5 miliénov kortn je podla podnikovych
manazérov v prvom pripade 0,05, v druhom 0,2, v tretom 0,7, vo Stvrtom

0,95. Mbéze mat firma pri tychto podmienkach zisk v&ési ako 5 miliénov ?

2.21  Nech jav 4 nastane v jednom pokuse s pravdepodobnostou p. Minimalne
kol'ko nezavislych pokusov treba uskutoénit’, aby tento jav v nich nastal

aspori raz s pravdepodobnostou P? Odvodte vztah!

2.22  Autobus prichadza na zastavku kazdé 4 minuty a elektricka (ktorej zastav-
ka je vedl'a autobusovej) kazdych 6 minut. Aka je pravdepodobnost’, Ze sa

cestujuci docka autobusu pred elektri¢kou.

2.23  V lotérii je n losov, z ktorych m vyhrava. Niekto si kupil & 16sov. Aka je

pravdepodobnost, ze vyhra?
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