1.1. Zakladné pojmy mechaniky tekutin

Zakladnym rozdielom medzi tekutinou a tuhym telesom je pohyblivost molekul
kvapalin a plynov. Tuhé teleso sa pohybuje ako tuhy celok hmotnych bodov, ak neprihliadame
k nepatrnym deformaciam. Tekutina je latka, ktora sa na rozdiel od tuhych telies vzdy nevratne
deformuje. Nema vlastny tvar a pri pdsobeni nepatrnych dotykovych sil sa jej ¢astice 'ahko
uvedt do pohybu (vynimkou st niektoré anomalne — nenewtonské kvapaliny). Tekutiny tecu v
prade ohrani¢enom pevnymi stenami alebo tvoria rozhranie (hladiny).

Pri rieSeni Uloh v mechanike tekutin sa vychadza z predstavy tekutiny ako spojitého,
rovnorodého prostredia. Rovnorodost'ou alebo izotropiou rozumieme rovnaké vlastnosti
vSetkych Ciastociek kvapaliny nezavisle na ich polohe a smere posobenia sil. Tento predpoklad
umoziuje vyhodne rieSit tlohy mechaniky tekutin na zvolenom, vel'mi malom objeme,
nazyvanom ,.elementarny objem tekutiny‘ a odvodené zékonitosti roz§irit’ na cely objem.

Ako to uz bolo uvedené, jedna sa o objem vel'mi maly vzhl'adom k rozmeru nadoby ¢i
prudu, avSak dostatocne vel'ky vzhl'adom k strednej vol'nej drahe molekuly. Tento objem si
mdzeme predstavit’ napr. ako objem hranola dV = dxdydz alebo ako vSeobecny objem dV .

g

obr. 2.1 Elementarny objem kvapaliny

Sily, ktoré mdzu posobit’ na tento elementarny objem tekutiny, je mozné rozdelit
vSeobecne do dvoch skupin, tj. na sily hmotnostné (resp. objemové) a sily plosné, ako je
znazornené na obr. 2.2.

Sily pésobiace na
elementarny

objem kvapaliny

obr. 2.2 Sily pdsobiace na elementarny objem kvapaliny

Hmotnostné sily (v pripade nestlacitelnej kvapaliny - objemové) - zavisia od hmotnosti
-

makroskopickej Castice a zrychlenia podla vztahu F =m-a, pdsobia v tazisku objemu

tekutiny. K vonkaj$im hmotnostnym sildm je mozné zaradit’ tiazova silu, odstredivu silu a

zotrvacnu silu od pohybu nadoby, v ktorej sa tekutina nachadza. Pokial’ tekutina prudi, patria



sem sily zotrva¢né od vlastného pohybu tekutiny a tiez sily hybnostné. Plo§né sily st umerné
velkosti plochy (tlakova sila, trecia sila, sily povrchového napétia).

V kartézskom stradnicovom systéme su sily definované ako vektory, napr.

Fo|=FL+F2+F2.

N
F,= (pr, Fo, Fo ) Pritom vel'kost’ vektora sa oznacuje

Pokial' sa predpokladd pridenie jednorozmerné alebo v danom smere, od vektorového
oznacenia sa upust’a, pretoze smer je dany jednoznacne a sila bude zadana iba vel’kost'ou, teda
stradnicou.

Tekutiny st latky, ktorych stdrznost medzi molekulami je velmi mald. Podla
stlacitelnosti ich delime do dvoch skupin:

e nestladiteIné tekutiny, ktoré pdsobenim tlaku, normalovych sil, len nepatrne menia
svoj objem — sem patria kvapaliny. Malé objemy kvapalin tvoria kvapky. Kvapaliny
vypliaja tvar nadoby, posobenim zemskej tiaze vypliuji jej spodnu ¢ast’ a vytvaraj
volnu hladinu.

o stladitel’né tekutiny, teda 1 rozpinavé, ktoré vypliuji vzdy cely objem nddoby. Podla
toho ¢i ich stav je blizko ¢i d’aleko bodu skvapalnenia, su to bud’ pary alebo plyny.
Spolo¢ny nazov je vzdusniny.

Charakteristické zakladné fyzikalne vlastnosti tekutin si:

A) Specificka (merna) hmotnost - hustota
dm
=— [kg.m?3
p=qy kem’]

ktora je definovand ako hmota pripadajuca na jednotku objemu. V homogénnej nestlacitel'ne;
tekutine p = const.

Specificki hmotnost’ zmesi uréime zo vzt'ahu

_ p1-Vi+pa. Vot 4 pp.Vy

V1+V2+"’+Vn
kde p4, p3, ... , pn st Specifické hmotnosti komponentov, V3, V,, ..., V,, st objemy komponentov
zmesi.

VA

B) Specificky (merny) objem

1 dv _ 5.
v=—=— [m°.kg™]

L dm
je objem pripadajuci na jednotku hmotnosti. Hustota aj Specificky objem su pri kvapalinach
prakticky konStantné. Pri stlaitelnych tekutinach (pary, plyny) sa ve'mi menia s tlakom aj
teplotou.

C) Viskozita je vlastnost’ prejavujica sa vnatornym trenim, resp. odporom proti pohybu
makrocastic tekutiny. Ak sa pohybuji susedné vrstvy tekutiny rdznymi rychlostami, vznika na
ich rozhrani Smykové napitie, ktoré¢ brani pohybu. Pomalsia vrstva je zrychl'ovand a naopak
zasa rychlejSia brzdena. Doty¢nicové (Smykové, tangencidlne) napitie je vyvolané vnitornym



trenim, teda viskozitou tekutiny. Smykové napitie je imerné zmene rychlosti v smere kolmom
na smer pohybu podl'a Newtonovho vztahu

dv
r =n— [Pa]
dy
kde 7 je dynamicka viskozita (vizkost’) a g—v je gradient rychlosti v smere kolmom na smer
y

pohybu. Smykové napitie sposobuje uhlovii deforméciu elementarneho objemu tekutiny.

dx ‘
¥ v dz 73 a _F b b’
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Smykové napétie pri laminarnom pradeni

Jednotka dynamickej viskozity 7 sa definuje zo  vztahu pre Smykové napitie
T N.s k
7] _[71lyl _ Nss _ kg

[v] m®> ms
Rozmer obsahuje jednotku sily, preto bola tato viskozita oznac¢ena ako dynamicka, pretoze v
dynamike sa rieSia priciny pohybu, tj. sily. Technickd sustava jednotiek (stdle pouzivana
v priruc¢kach a tabul’kach) zavadza pre jednotku dynamické viskozity oznacenie 1 P (Poise), o
je 1P=1g.cm?s?=0,1 Pas.

= Pa.s

Vseobecny vztah na prepocet viskozity kvapalin vzhl'adom k teplote:
Mo
1+a.t+b.t?

kde a,b st konstanty pre dant kvapalinu, pyje dynamicka viskozita pri t=0°C. Pre vodu je to
(Poisselov vzt'ah):

‘r]:

_ 0,00176 Pas
= T 00337.0+0,000221.02 ' &
Kinematicka viskozita je definovana podielom dynamickej viskozity a hustoty podl'a vztahu
kg m® ;
y=1 [V]=—g—=m28 !
kg

Rozmer kinematickej viskozity neobsahuje jednotky hmotnosti ani sily. V praxi je dosial’ stale
dolezita jednotka kinematickej viskozity v sustave technickej — Stokes, pre ktoru plati 1S =
cm?st=10"m?s?,

Viskozita kvapalin sa meria viskozimetrami, z ktorych najbeznejSie si kapilarne, vytokoveé,
prietokové, rotacné, telieskové a iné. Z merania viskozity kvapalin Englerovym viskozimetrom
vyplyva d’al$ia jednotka viskozity, a to Englerov stupen, ktora sa definuje ako pomer doby
vytoku 7 skimanej kvapaliny s objemom 200 cm?® pri danej teplote k dobe vytoku destilovane;
vody s teplotou t = 20 °C, teda

T °g]



viskozitu vyjadrenu v Englerovych stupiioch je mozné previest’ na kinematicku viskozitu v SI
jednotkach pomocou empirického vzt'ahu

v = [7,31VE —@j -107°[m?%s™]

Ve

Dynamicka a kinematicka viskozita zavisi od druhu tekutiny. Ich hodnoty su pre va¢sinu
tekutin tabelované. Viskozita kazdej tekutiny zavisi od teploty a tlaku, teda od stavovych
veli¢in. Tieto zavislosti s dané poloempirickymi rovnicami, ktoré su uvadzané v odbornej
literatire. Mimo zavislosti pre vodu a vzduch, st technicky dolezité¢ zavislosti dynamickej
viskozity od teploty, pre minerdlne oleje. Tieto zavislosti je mozné dobre aproximovat

exponencialnou funkciou v tvare
A

kT iR
n=n,-¢7" alebo 7 =rn,- et

kde 7, 179, k, A, B - s konStanty, ktoré je nutné pre jednotlivé druhy olejov urcit
experimentalne a Statisticky napr. metddou najmensich Stvorcov.
V pripade plynov, tepelny pohyb molekul prevlada nad silami medzimolekuldrnymi, zo
zvySenim teploty vzrasta rychlost’ tepelného pohybu molekul a tym vzrastie i viskozita plynu.
V pripade kvapalin je to opacne. Tu st vyrazné medzimolekularne sily oproti tepelnému pohybu
molekul. Zvysenim teploty dochadza k intenzivnejSej vymene hybnosti ¢astic v pohybujicich
sa vrstvach kvapalin a dotyénicové napitie sa zmenSuje. Pri kvapalinach klesa viskozita
S rasticou teplotou.

Tekutost’” tekutin je opakom viskozity a tekutostou sa zaoberd samostatny odbor
mechaniky tekutin mechaniky tekutin - reologia.

D) Stlacitel'nost’ (objemova stlacitel'nost’) je schopnost” menit’ svoj objem posobenim tlaku.
Zatial, o plyny a pary sa vyznacuju stlacitel'nostou - rozpinavostou, pretoze vypliaju cely
priestor, v ktorom st uzavreté, kvapaliny st vel'mi malo stlacitel'né.

StlaciteI'nost’ sa vyjadruje sucinitel'om stlacitelnosti 5, kde ibytok objemu vyvolany stlaéenim
pri konStantnej teplote udava rovnica

T A
i) o

s F Predstavme si, Ze na pociatku je v nadobe kvapalina s hustotou p,
: -dV  objemom Va tlakom p, vid Chyba! NenaSiel sa Ziaden zdroj
odkazov.. Sila F pdsobiaca na plochu piestu S vyvodi zmenu tlaku

Ap. Objem kvapaliny pod piestom sa zmensi o AV, takze po stlaceni
o p V zaberd kvapalina objem V, =V — AV atlak sazvySina p, = p+Ap

t = konst . Vo, Pos P, sU objem, tlak a hustota kvapaliny po stlaceni.

Po dosadeni rozdielov objemov a tlakov pred a po stlaceni do rovnice dostaneme vzt'ah
1Vv-v,) 1(V-v,) av 4
V(p-p) V(po—p) Vap




ktory vyjadruje zmenu objemu kvapaliny AV =V -V, pripadajicu na jednotku povodného
objemu V pri zmene tlaku Ap = (p, — p).

Z predchadzajacich rovnic vyplyva vzt'ah pre objem kvapaliny po stlaceni
V, =V —AV =V - BVAp =V(1- 3, Ap)
Hustota po stlaceni je dana rovnicou
_m__m p
Vo V{-p,4p) (-5, 4p)

Prevratena hodnota stcinitel’a objemov stlaciteI'nosti je modul objemovej pruznosti resp. modul
pruznosti v Smyku

VA 1
K= et [Pa]

AV B,

Pri stlacani kvapaliny sa jej hmotnost nemeni, preto je mozné pisat m= pV =konst
Diferencovanim sa dosiahne p.dV +V.dp =0, Z ¢oho pre merni objemovu zmenu vyplyva

Po

\Y . .
vzt'ah v = _d_p‘ Po dosadeni do defini¢ného vztahu S, = L d— sa modul objemovej
\Y Yo, Vidp
pruznosti kvapaliny vyjadri vztahom K = pj—p.
e,

Rozmer modulu objemovej pruznosti kvapalin K pripomina modul pruznosti v tahu tuhych
latok. Pre vodu je modul objemovej pruznosti K =2,1-10° Pa. V§eobecne zavisi od stavovych
veli¢in, tj. tlaku a teploty.

Zmenu objemu s tlakom vypocitame zo vztahu

vV =". [1 - Bp' (r— Po)]

E) Rychlost’ zvuku, tj. Sirenie malych tlakovych portch, ktoré je sprevadzané zmenou hustoty.

Teoreticka rychlost’ Sirenia zvuku v kvapaline je dana vztahom
Yy J

p \dp

Pre $irenie zvuku vo vode po dosadeni za K a p dostaneme

9
a_[ = 5 = 2’1 10 = 2,1'106 =1449 [mS_l]
p V1000 "

Pre teoretickt rychlost’ zvuku vo vzduchu plati za predpokladu izoentropickej (adiabatickej)
stavovej zmeny (pri T = 273,15 K a mernej plynovej konstante r = 287 J.kgK™)

atz\/Kz %: KE :wch:331[mS'1]
p \Ndo \V p

F) Teplotna rozt'aznost' kvapalin je schopnost’ kvapaliny menit svoj objem s teplotou.
Vyjadruje ju teplotny sucinitel’ objemovej rozt’aznosti resp. sucinitel’ teplotnej rozt'aznosti.




Predstavme si, Ze na pociatku je v nadobe kvapalina s hustotou p ,

:+dV p=konst | teplotou t a objemom V. Po zahriati kvapaliny je jej teplota vyssia o
At a kvapalina zabera objem V, =V + AV . Objem, teplota a hustota

kvapaliny po zahriati si V,, t,, p,. Po dosadeni rozdielu objemov a

teplot po a pred zahriatim, do rovnice dostaneme vztah, ktory

PV vyjadruje zmenu objemu kvapaliny AV =V, -V pripadajicu na
%‘ jednotku pévodného objemu V pri zmene teploty At = ('[0 —t).
1V,-V AV
= — - C
A V t,-t  V.At el

Hustota po zahriati je dané nasledujiicou rovnicou.

m m

V, Vs paY) kol

B p
Po= L+ S.AY)

Zmenu objemu vypocitame zo vzt'ahu

V="V.[1-B.(t—t)] [°CY]

G) Povrchové napitie je definované ako pomer povrchovej energie k ploche rozhrania alebo
ako sila, ktora pdsobi na jednotku dlzky rozhrania, a to kolmo k tejto dlZke v rovine povrchu.

E. F
S |
Kvapalina na rozhrani (hladina. stena) sa vyznacuje odliSnymi vlastnost’ami, typickymi pre
ostatny objem kvapaliny. Molekuly na rozhrani maju vysSiu potencidlnu energiu oproti

molekuldm vo vnutri kvapaliny a rozhranie kvapaliny sa javi ako potiahnuté vel'mi tenkou a
napétou vrstvou.

[N'm]

F

il iip  Prikladom moéZze byt napr. sila, ktorou je mydlova blana

rozt’ahovana v ram¢eku s posuvnymi ty¢ckami AB a CD (kazda s
dizkou l), vid’ Chyba! Nenasiel sa Ziaden zdroj odkazov.. Sila je
dana vyrazom F =o -/, pretoze dlzka namahaného povrchu je |

il B~ a povrchové napitie je o. Ak sa zva&i povrch blany o dizku dx,
Al g{ vykona sa praica dA = F dx = o | dx. Touto pracou sa zvacsi
B  povrchova energia kvapaliny.

F
[ .

Utinky povrchového napitia sa prejavia napriklad vzlinanim pri
stenach nadoby, tvorbou kvapiek, pri vytvarani vin na hladine, zizenim luca kvapaliny a jeho
rozpadom, stipanim, alebo klesanim stlpca kvapaliny v kapilare.



Kapilarita sa vyskytuje pri trubi¢kach ve'mi malého priemeru — kapilar, alebo v poréznom
prostredi. Ked” adhézne (prilnavé) sily st véacsie nez kohézne (stdrzné), vystupuje kvapalina
v kapilare do vysky h. V opa¢nom pripade, ked” kohézne sily st vicsia nez adhézne, zostava
kvapalina v kapilare o vysku h nizSie nez je hladina okolitej kvapaliny. Prislusné vysky h je
mozné spocitat’ z podmienky rovnovahy medzi gravitatnymi silami a povrchovymi silami.

4o
h=""_
r9d
Fa:’Fk __d__ Fa‘::Fk - B
| -! |
- 1
/ =
I
HZO Hg

H) Tlak nasytenych par je tlak pri ktorom je odparena kvapalina nahradend rovnakym
mnozstvom skondenzovanej kvapaliny. Cim je tlak nasytenych par kvapaliny pri danej teplote
vyss$i, tym je kvapalina prchavejsia. Tlak nad hladinou musi byt’ vyssi, ako je tlak nasytenych
par, inak by doslo k prudkému odpareniu (varu). Ak klesne tlak v kvapaline pod hodnotu tlaku
nasytenych par, dochadza ku kavitacii (vznik bublin vyplnenych parou a ich nasledny zanik).
Kavitacia (studeny var) sposobuje t¢inkom implézie bublin kavita¢ni erdziu a vplyvom vzniku
bublin diskontinuitu kvapalného prostredia.
Kavitaciu charakterizujeme pre danu kvapalinu a pri urcitej teplote tzv. kavitatnym ¢islom
Poo—DPw

pv2 [']

X:

kde p.., v,, st hodnoty neovplyvneného tlaku a rychlosti, p,, je tlak (napétie) nasytenych par pri
danej teplote.



2. Tlakové pomery v kvapaline v pokoji

Hydrostatika sa zaobera skiimanim sil posobiacich na kvapalinu v pokoji. Rovnovaha
sil v pokoji nastane vtedy, ked’ jej Castice sa voci sebe nepohybuju, to znamena, Ze tvar objemu
kvapaliny sa nemeni. V tom pripade je v skuto¢nej kvapaline Smykové (tangencialne) napitie
od viskozity nulové a vSetky rovnice platia 1 pre skuto¢nt kvapalinu. Do hydrostatiky patria aj
pripady relativneho pokoj, kedy kvapalina voc¢i stenam je v pokoji, ale celd ststava (nadrz +
kvapalina) konaji pohyb.

Plosné sily (tiez povrchové) posobia na povrch uvazovaného objemu kvapaliny, preto
ich velkost’ zavisi od velkosti plochy a su dané tlakom kvapaliny na dant plochu.

E, =p.S[N]

Hmotnostné sily sit imerné hmotnosti (objemu kvapaliny pre kvapalinu s konStantnou
hustotou) a st dané zrychlenim daného objemu (napr. tiaz kvapaliny, odstrediva sila apod.).

F,=a.m=a.p.V[N]

2.1. Tlak a jeho posobenie

Tlak kvapaliny je dany velkost'ou tlakovej sily, posobiaci kolmo na jednotku plochy. Ak
je tlakova sila rovnomerne rozloZena, je tlak dany pomerom velkosti sily a plochy
N
S

Pri nerovnomernom rozlozeni sily je dany vSeobecne

d|F
p= % a oznacuje sa ako miestny tlak.

Tlakova sila v hydrostatike pdsobi vZdy kolmo na plochu. Tlak pdsobi v danom
mieste kvapaliny vSetkymi smermi rovnako a nezavisi na sklonu plochy, tzn., ze tlak je
skalarna veli¢ina. Tento zédkon plati vSeobecne. Je treba poznamenat’, Ze v inom mieste
kvapaliny bude hodnota tlaku vSeobecne ina, matematicky vyjadrena p = p(X, Y, ).

2.2. Eulerova rovnica hydrostatiky

Eulerova rovnica hydrostatiky je v§eobecna podmienka rovnovahy sil posobiacich
na tekutinu v pokoji, a to sil hmotnostnych a tlakovych. V 'ubovolnom objeme tekutiny sa
zvoli kontrolny objem dV = dx.dy.dz . Na tento objem tekutiny posobi vektor hmotnostnej resp.

N
vonkajSej objemovej sily Fo so stradnicami F,,F,,F,, teda je mozné zapisat

Fo =(FOX, Foys FOZ) (napr. gravitaéna alebo odstrediva sila) a vektor tlakovej sily

Fpo= (pr, Foy Fo ) Vektorovy sucet hmotnostnej a tlakovej sily je rovny nule.

I_:)o+|_:)p:0

Pretoze hmotnostna sila nie je v celom objeme tekutiny konStantna, je nutné definovat’
diferencial tejto sily pre elementarny objem dV ako vektor



dFo,=adm=padV
kde zrychlenie hmotnostnej sily je vektor a= (ax,ay,az). Celkova sila je tak dana trojnym

integralom Eo = ”_[g pdV .
\Y

Diferencial tlakovej sily v smere vonkajSej normaly na plochu elementarneho objemu je dany
vSeobecne V tvare

dF,=pndsS

Pritom skalarna veli¢ina p je tlak, n je vonkajsia normala k elementu dS uzavretej plochy.

Pretoze tlakova sila v hydromechanike je definovana v smere vnutornej normaly, je nutné
tato tlakov silu definovat’ so znamienkom minus, teda

d F p—— p n dS
a celkova tlakova sila je opét’ dand integralom, ale plosSnym Fp = ”— pndS.
S

Eulerova rovnice hydrostatiky v integralnom tvare je definovana su¢tom hmotnostnych a
objemovych sil:

m‘apdV—”pndS =0
\Y S
Plosny integral je mozno podla Gauss Ostrogradského vety nahradit’ objemovym integralom:

J.\J/'.[gpdV—J.\J;.[gradpdvzo

ox' oy oz
Rovnica plati pre 'ubovol'ny objem V , bude teda platit’ i pre vyraz pod integralom

kde gradient je vektor derivacie tlaku podla x,y,z gradp = (@ P @j

gp—gradpzo

Tento vyraz je mozné po vydeleni hustotou rozpisat’ suradnicami do klasického diferenéného
tvaru

ax—£@=0
p OX

a, —3@:0
p oy

0 LOP_
p 0z

2.3. Hladinové plochy

Hladinové plochy st miesta s konStantnou hodnotou skalarnej veliciny tlaku, tj.
p = konst. Prirastok tlaku medzi dvoma bodmi leziacimi na rovnakej hladine musi byt rovny



nule, tj. dp =0, ¢o plati i pre simedzné body. Podl'a rovnice sa dosiahne v§eobecna rovnice
hladinovych ploch v diferencidlnom tvare

a,dx+a dy+a,dz=0 (2.3.1)

Hladinové plochy su vzdy kolmé na vysledni hmotnostnt silu. Hladinové plochy maju
Vv tlohach hydrostatiky velky vyznam, predovsetkym vSak hladinova plocha rozhrani medzi
okolitym ovzdus§im a kvapalinou. St to plochy konStantného potencialu, teploty, hustoty.

Na kvapalinu vnadobe v pokoji pdsobi zhmotnostnych sil len zemska tiaz.
V T'ubovol'nom mieste kvapaliny bude tlak p(x,y,z) uréeny diferencialnou rovnicou odvodenou
Vv predchadzajucich odstavcoch.

dp= p(axdx +a,dy+ azdz)

Pri posobeni len zemskej tiaZe su suradnice zrychlenia definované nasledovne

a,=-g

a,=a, =0

Zrychlenie zemskej tiaZe je nutne dosadit’ so zapornym znamienkom, pretoze tiaz posobi v
opacnom zmysle, nez je zvolena orientacia osy Y. Diferencidlna rovnica sa teda zjednodusi

dp =—pgdy

a integral je

p =—pgy + konst

Integra¢na konstanta sa urci z okrajovej podmienky. Na rozhrani kvapaliny a vzduchu je tlak
ovzdusia, tj. pre Y = ho je p = po. Dosadenim do poslednej rovnice sa vypocita integracna
konstanta:

P, =—pgh, +konst = konst= p, + pgh,
a hl'adana zavislost’ tlaku je
P =9y + Py +pgh, = p; + pg(h, — y)

Nech je h=h,—y zvisla vzdialenost’ uvazovaného miesta v kvapaline od hladiny tlaku
ovzdusi, potom

P =p,+pgh

Ak uvazovany bod lezi pod hladinou, je h > 0 (kladné); ked’ je bod vyssie nez hladina
tlaku ovzdusia je h < 0 (zaporné). Uvedeny vzt'ah plati pre nestlacitelné kvapaliny, na ktoré
posobi zemska tiaz, lebo pri integracii bola merna hmotnost’ povaZzovana za konstantn.
Tlakové hladiny v kvapaline pri posobeni tiaZe si vodorovné roviny, pretoze sa predpoklada,
ze nadoba s tekutinou nie je rozlahla tak, aby bolo nutné prihliadat’ k zakriveniu povrchu
zemského. Za tohto predpokladu je rovnica tlakovych hladin
dp=—-gdy=0

¢o vyplyva zo vSeobecnej diferencialni rovnice pre tlakové hladiny po dosadeni hmotnostnych
sil uvazovaného pripadu a, =-g, a,=a,=0. Integraciou sa dosiahne rovnica tlakovych

hladin gy =konst= y =konst, ¢o st rovnice vodorovnych ploch.

Pri rieSeni technickych tloh hovorime o pretlaku, podtlaku alebo absolitnom tlaku. Tlak
sa d4 vyjadrit’ absolutnou alebo relativnou hodnotou. Absolutny tlak je vztiahnuty k absolutne;j



nule, tj. k vakuu, zatial’ o relativny tlak je vztiahnuty od dohodnutej hodnoty tlaku, ktorym je
tlak vzduchu.

Pabs = Po + Prer

kde p,. je absolutny tlak, p,, je relativny tlak a p, je atmosféricky tlak. Porovnanim
s vyrazom p = p,+ pgh vyplyva, ze tlak takto definovany je absoliitny tlak, a relativny tlak
je dany vztahom p= pgh. Kladna hodnota relativneho tlaku sa nazyva pretlak a zaporna

hodnota relativneho tlaku sa nazyva podtlak (Chyba! NenaSiel sa Ziaden zdroj odkazov.).
K oznaCeniu absolutnej a relativnej hodnoty tlaku sa nepouzivaji indexy, avsak je potrebné
idaj doplnit’, o aky tlak ide, napr. p = 8 10° Pa abs.; p = 7,1' 10* Pa rel. Relativny tlak dany
vzfahom p=pgh Vkvapaline je nazyvany hydrostaticky tlak, vyjadrujuci tlak stipca
kvapaliny v hibke h pod hladinou. PretoZe tlak kvapaliny zavisi od vysky stipca kvapaliny a jej

mernej hmotnosti
p = pgh, je mozné tlak vyjadrit’ vyskou kvapalinového stlpca, tj. stanovit' tlakeva vysSku
h = v metroch.

A9

2.4. Relativny pokoj kvapaliny

Pri pohybe nadoby s kvapalinou moézu nastat’ pripady, kedy je kvapalina voc¢i stendm nadoby
V pokoji. Na kvapalinu pdsobia objemové (hmotnostné) sily od vlastného pohybu nadoby s
kvapalinou, ktort je nutné zahrnit’ do podmienok hydrostatickej rovnovahy.

A) Ak sa nadoba pohybuje priamociaro v zvislom smere konstantnym zrychlenim a, tlak
V l'ubovol'nom bode dany vztahom
P=po+p.(gta)h
Plochy konsStantného tlaku (aj hladinova plocha) budu horizontalne roviny

B) Ak sa nadoba pohybuje priamociaro vodorovnym smerom kon$tantnym zrychlenim
a tlak v 'ubovol'nom bode bude dany vzt'ahom
P=pot+p.g.-h
Kde h je zvisla vzdialenost’ od hladiny. Plochy konstantného tlaku st roviny naklonené
pod uhlom

a . , . .
a = arctg 5 Kk horizontalnej rovine

C) Ak nadoba rotuje okolo vertikdlnej osi, plochy konstantného tlaku st rota¢né
paraboloidy s rovnicou

r2. w?
= +C
“ 2.9
a tlak v 'ubovol'nom bode kvapaliny je dany vztahom

r2. w?
P=potp.ghtp—;
Pricom r je polomer dréhy , na ktorej bod rotuje a ® je uhlova rychlost’ otd¢ania
D) Ak nadoba rotuje okolo horizontalnej osi rotacie, plochy konstantného tlaku su kruznice
S rovnicou
x?+ (z—-g/w?)? = C?
atlak mozno vypocitat zo vztahu ako pri rotacii okolo zvislej osi (ak je nadoba
naplnend po os).




3. Uvod do priadenia tekutin

Pridenie znamena pohyb tekutin. Pradenim kvapalin sa zaobera hydrodynamika.
Prudenia realnych kvapalin je zlozity proces, ktory je ovplyviiovany mnozstvom faktorov. Pri
skimani tohto pohybu sa teda zamerne zavadza urcitd idealizdcia. Najznamej$im, a pre
skimanie najjednoduchsim prikladom, je pohyb tzv. idealnej (neviskdznej) kvapaliny.
Aplikovand hydrodynamika prihliada viac na skutocné pomery, opiera sa o vysledky
experimentalnych prac a vyuziva teoretické poznatky a je nazyvana tiez hydraulikou.

Aerodynamika potom skiima silové pdsobenia na telesa, ktoré su obtekané pradom
vzduchu. Aerodynamika ma najvacsi vyznam v letectve, automobilizme a architekture.

Prudenie sa vySetruje v priestore, rovine alebo po krivke bud’ sledovanim pohybu urcité
castice tekutiny ako hmotného bodu, alebo sa sleduje cely prad v ur€itom ¢asovom okamihu.

Draha alebo trajektodria je Ciara, ktord zobrazuje pohyb cCastice tekutiny. Za ustaleného
pradenia sa dradhy Castic nemenia s ¢asom, zatial' ¢o pri neustdlenom pradeni moézu byt v
kazdom ¢asovom okamihu odli§né

Ss

Sz
S

Pradnice p (vid -obr. 5.2) st obalkou vektorov rychlosti a ich doty¢nice udavaji smer
vektoru rychlosti. Pri neustdlenom prudeni vytvaraju pradnice rézne Castice a nie su totoZné s
drdhami Castic. Pri ustdlenom prudeni sa nemenia rychlosti s Casom, a preto maju pradnice stale
rovnaky tvar a st totozné s drahami Castic. Matematické vySetrenie pradnice je mozné rieSenim
diferencidlnej rovnice

dx:dy:dz=v, v, v,

ktora vyplyva z podobnosti trojuholnikov zloZiek rychlosti a elementdrnych drdh v smere
prislusnych osi
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Prudova trubica je tvorend zvizkom pradnic, ktoré prechadzaju zvolenou uzavretou krivkou
k. Plast’ prudovej trubice ma rovnaké vlastnosti ako pradnica. Pretoze smer rychlosti je dany
doty¢nicami k pradniciam, je v kazdom bode plasta pradovej trubice normalova zlozka
rychlosti nulova v, = 0. Nemoéze teda ziadna Castica prejst’ stenou prudove;j trubice.

Prudova :[rubica rozdel'uje priestorové pradové pole na dve Casti. Jednu tvori vnutro pradove;j
trubice. Castice tekutiny nemdézu pretekat’ z jednej Casti prudového pol'a do druhého, a preto
plati, Ze vSetky Castice pretekajuce prierezom S prudovej trubice, musia pretekat’ 'ubovolnymi
prierezmi S;, S, tejto pradovej trubice. Ak prierez prudovej trubice S — 0, ziska sa pradové
vlakno. Pridova trubice predstavuje pomyselné potrubie.

3.1. Rozdelenie prudeni

Pradenie kvapalin je moZno rozdelit’ podl'a niekol’kych hl'adisk:

3.1.1. Delenie podPa fyzikalnych vlastnosti tekutiny

Pradenie tekutiny

[Prﬁdenie idealnej (neviskoznej) tekutiny] [ Pradenie skutoénej (Viskoznej) tekutiny ]

1 I 1
[ Potencialne ] [ Virivé ] [ Laminarne ] [ Turbulentné ]




Prudenie idedlnej (dokonalej) tekutiny
1) Potenciélne prudenie (nevirive)

Castice tekutiny sa pohybujii priamociare alebo krivogiare po drahach tak, Ze vodi
pozorovatel'ovi sa neotacaju okolo vlastnej osi vid’ obr. 5.5. Natocenie Castice na krivej drahe
je kompenzované rovnako vel’kym natocenim castice okolo vlastnej osi, ale v opatnom zmysle.
Medzi potencialne pradeni patri rovnako potencialny vir, u ktorého ¢astica krazi okolo virového

vldkna potencialne s vynimkou castice, ktora tvori vlakno A vid’ obr.
5.6. ;
A K o A
A A / A
A MK
A A

2) Virivé pradenie

Castice tekutiny sa vo&i pozorovatel'ovi natacaju okolo vlastnych osi vid® Chyba! Nenasiel sa
Ziaden zdroj odkazov.

Prudenie skuto¢nej (viskoznej) tekutiny
1) Laminarne prudenie

Castice tekutiny sa pohybuju v tenkych vrstvach, bez toho aby sa premiestiiovali po priereze

2) Turbulentné prudenie

Castice tekutiny maju okrem pozdiznej rychlosti tieZ turbulentnt (fluktuaénu) rychlost, ktorou
sa premiestiiuju po priereze vid' Chyba! Nenasiel sa Ziaden zdroj odkazov..



3.1.2. Delenie podla kinematickych hladisk

Prudenie tekutiny

[Usporiadanie \ priestore] [ Zavislost na ¢ase ]

: 1 I_I_I

(o [ ® | ® [ s | [socnin]

Podl'a usporiadania v priestore

a) Pradenie trojrozmerné teda priestorové (3D) - veli€iny, napr. rychlost, zavisia od
polohy v priestore v =Vv(x,y,z)

b) Pradenie dvojrozmerné teda rovinné (2D) - rychlost’ zavisi od polohy v rovine
v=v(xy)

¢) Pradenie jednorozmerné (1D) - rychlost’ zavisi od polohy na krivke v = V(s)

Podl'a zavislosti na ¢ase

o o . . e 0
a) Pradenie ustalené (stacionarne), ktoré je nezavislé na ¢ase V # V(t); a =0

b) Prudenie neustadlené (nestacionarne), u ktorého veli¢iny st zavislé na Case —
v=v(x,Y,2,t); v=V(s,t); v=v(t).



4, Zakladné rovnice pre prudenie idealnej tekutiny

4.1. Rovnica kontinuity

Rovnica kontinuity, Casto nazyvand tiez rovnica spojitosti, vyjadruje vSeobecny
fyzikdlny zakon zachovania hmotnosti. Pre elementarny objem, ktorym prudi tekutina, musi
byt hmotnost’ tekutiny konstantna m =konst, a teda celkova zmena hmotnosti nulova dm =0
. 'V kontrolnom objeme moézu nastat’ dve zmeny hmotnosti a to lokalna a konvektivna, kde
lokalna (¢asova) zmena prebieha v elementarnom objeme (tekutina sa stlaca alebo rozpina) a
konvektivna zmena je sposobend rozdielom hmotnosti pritekajicej a vytekajicej tekutiny
z elementarneho objemu. Stcet konvektivnej a ¢asovej zmeny prietoku je rovny nule.

Rovnicu kontinuity je mozné definovat’ tiez tak, ze rozdiel vstupujucej hmotnosti do
kontrolného objemu a vystupujucej hmotnosti z kontrolného objemu je rovny hmotnosti, ktora
sa vtomto kontrolnom objemu akumuluje. V technickej praxi je najbeznejsi pripad
jednorozmerného prudenia.

Pri odvodenie rovnice kontinuity pre priestorové pradenie sa vytkne v pridovom poli
tekutiny elementarny objem dV =dx.dy.dz. Tymto hranolom preteka tekutina rychlost'ou,

5
ktora je urcena vektorom so siradnicami V = (VX VY, )

™,

=
— 0
<} | =

5

Zmeny sposobené konvekciou
Hmotnostny prietok elementom plochy ozna¢enej dS je dany vzt'ahom:

dQ, = pv.nds,

kde vektor rychlosti sa nasobi sklarne vonkaj$im normélovym vektorom vzhl'adom k ploche
dS , lebo prietok je definovany v smere kolmom k prieto¢nej ploche dS . Celkovy prietok
plochou S ohranicujtci objem V je uréeny plo§nym integralom:

Q. =J‘J.pc.ﬁd8
S

= [Jovias= [ 2 Aon), 2 e



Casovi zmena
Hmotnost je tiez definovand vztahom m = pV . Pretoze hustota nemusi byt v celom objeme
konstantnd, definuje sa hmotnost’ v elementarnom objeme:

dm=pdVv

Potom celkova hmotnost’ objemu je rovna
=
\Y

Za kratky Casovy okamih sa tato hmotnost’ zmeni a tato zmena je dana parcialnou derivaciou
podla ¢asu, ¢o reprezentuje prietok:

Q, m dV j” dxdydz

Podla zakona zachovania hmotnosti (resp. hmotnostného prietoku) plati, ze sucet
konvektivnej a ¢asovej zmeny prietoku je rovny nule:

1%y + [ o o5 o

EL jﬂ(a(gx)ﬁ(gv)ﬁ(gz hcayen—o

Pretoze predchadzajici vztah plati pre 'ubovolny objem V , je mozné zapisat’ rovnicu
kontinuity v diferencidlnom tvare:

ap)  alpvy) , Alevy) alpv,)
a Ty | a

Tato rovnica je vSeobecna rovnica kontinuity pre neustilené priestorové prudenie
stlacitenej tekutiny.

S Ca : s y . 0 .
Pri ustalenom priudeni sa nemenia veli¢iny v ¢ase, a preto musi byt § =0 arovnica

kontinuity Chyba! NenaSiel sa Ziaden zdroj odkazov. ma diferencialny tvar:

apvy) , Alevy)  olow,) _
OX oy 0z

Dalsie zjednodusenie nastava pri nestladitePnych tekutinach (p = konst). Rovnica

kontinuity je potom vyjadrend vzt'ahom v diferencialnom tvare:
W Ny N
oXx oy oz

Zavedie sa pojem divergencie vektora pre skrateny zapis rovnice kontinuity :
- 0
diV(pV)=a(p\lX)+ (,0\/y)+5( z)
OX oy 0z
pomocou ktorého sa rovnica kontinuity prevedie na tvar:

op ..,
—— +div(pv)=0
p (V)

Pre ustélené prudenie je zapis jednoduchsi:



. g
div(pv)=0.
Pre nestlacite'né pradenie je:

div(?] =0

Pre jednorozmerné neustdlené prudenie stlacitelnej tekutiny sa uvazuje s pradovou
trubicou s premennym prierezom, ¢o je bezny systém rieSeni potrubi v technickej praxi.

Z definicie pradovej trubice vyplyva, ze tekutina pradi vo vnutri prudovej trubice a nepreteka
cez jej plast. Normalova rychlost’ plastom prudove;j trubice je teda nulova (v, = 0). Rozlozenie
rychlosti po priereze pradovej trubice sa uvazuje rovnomerné. Pri nerovnomernom rozlozeni
rychlosti po priereze sa uvazuje jej stredna rychlost’.

Ako uz bolo povedané, zo zakona zachovania hmotnosti plati vztah:
[[2%)av [ pv.nds =0
\ at S
ktory ma pre ustalené pradenie tvar
I j pov.ndS =0
S

Pretoze rychlost’ na stene pradovej trubice je rovna nule, je mozno uvazovat’ prietoky len cez
prietocné plochy v smere pradenia |. PloSny integral je potom moZno vycislit' ako sucet
prietokov jednotlivymi plochami:

”pv NdS = p,V,S, — oS, =0,
S
¢o znamend, ze hmotnostny prietok trubicou Q. = pvS je konStantny. Druhy vyraz ma

znamienko minus z dovodu opacnej orientacie rychlosti na vstupu do pradovej trubice proti
normalovému vektoru von z plochy.
Pre nestlacitel'né prudenie je:
v,S,-v,S, =0
teda objemovy prietok Q, =VS je konStantny.

4.2. Eulerova rovnica pre prudenie idealnej tekutiny

Eulerova rovnice pre prudeni idealnej tekutiny vyjadruje rovnovéahu sil hmotnostnych
(objemovych), ktoré pdsobia na tekutinu z vonka, tlakovych (pdsobiacich v tekutine) a
zotrvacénych od vlastného pohybu Castic dokonalej tekutiny.

Pozn.: V skuto€nej (viskoznej) tekutine vznikaju pri prudeni vedl'a normélovych napiti, tj.
tlakov, 1 doty¢nicové napétia, ktorych dosledkom st sily trecie, ktoré je nutné do podmienky
rovnovahy sil tiez zahrnut'.



V prude dokonalej tekutiny zvolime elementarny objem dV ako Vv predoslom

odvodeni. Na tento objem tekutiny posobi vonkajsia objemova sila Fo = (FOX, Foys FOZ) (napr.

N
gravita¢na alebo odstrediva sila) a tlakova sila Fp = (pr, Fo Fp ) Vyslednice tychto sil sa

N
rovna zotrvacnej sile Fs = (FSX, Fy o F ) vid’Chyba! Nenasiel sa Ziaden zdroj odkazov..

Vychodzia podmienka rovnovahy sil je teda vyjadrend vztahom
- -

F0+Fp:|_:)s

N

Diferencial zotrvacnej sily pohybujlcej sa Castice tekutiny je dané zrychlenim % a plati

dF. =2Vgm= DV(N
Dt Dt

Celkova zotrvacéna sila je opat’ definovana objemovym integralom F s = m pdV

Eulerova rovnica pre prudenie idealnej tekutiny v 1ntegraln0m tvare je definovana
suctom hmotnostn}'/ch, tlakovych a zotrvaénych sil:

I 5y v =Jlf2 v - [[prias
m /’dV Ujapdv jﬂgradpdv

S o 0
kde gradient je vektor derivacie tlaku podla x,y,z gradp = (gp’%’?] Vztah plati pre
X z
I'ubovol'ny objem tekutiny, bude teda platit’ i pre vyraz pod integralom:
Dv - 1
—— =a——gradp
Dt yo,

¢o je rovnovaha sil hmotnostnych, zotrvaénych a tlakovych definovana pre jednotku
hmotnosti, tj. pre 1 kg.

V Eulerovych rovniciach rozpisanych do smeru osi X, y, z je celkom pat’ neznamych
veli¢in, a to suradnice rychlosti v,, V., V,, hustota p atlak p.Kurceniu pét nezndmych je

potrebnych pét’ rovnic, z ktorych tri su Eulerove rovnice a d’al§imi st rovnica kontinuity a
stavova rovnica p = p(p), v pripade nestlacitelnej tekutiny je p=konst Vsetkych pat
uvedenych veli¢in zavisi od polohy prudiacej Castice tekutiny a na Case. Pre rieSenie ststavy
rovnic je treba zadat’ okrajové a pociatocné podmienky.

Eulerova rovnica pre pridenie idedlnej tekutiny je nelinedrna parcialna diferencialna
rovnica, jej integracia je obtiazna, v sucasnej dobe sa riesi numericky. Aplikaciou tejto rovnice
je obtekanie leteckych profilov, kedy sa predpoklada neviskdzne prudenie.

Eulerova rovnica je vychodiskom k odvodeniu Bernoulliho rovnice. Eulerovu rovnicu
je mozné zjednodusit’ tak, Ze sa predpokladd jednorozmerné prudenie, tj. rychlost’ a tlak sa
menia v zavislosti na ¢ase a drahe:

v=v(tl) p=p1)



Potom sa sustava Eulerovych rovnic zjednodusi na jednu rovnicu nasledovne (pritom nie je
nutné pisat’ index X a tito stiradnicu je mozné nahradit’ dlZkou potrubia |):
ov 1op

—4V—=a-—-——

ot d p ol

Jednorozmerné prudenie nemusi byt nutne rovnobezné s jednou z osi suradného
systému, ale je odklonené od osy X 0 uhol ¢. Zrychlenie vonkajsej objemovej sily sa

transformuje do smeru rovnobezného s osou potrubi |, teda acose .

h

hZ

h‘!

0
Eulerova rovnica pre prudovu trubicu ma tvar
o oV 1op
—+V—=2acosp - ——
ot al p ol
v 1ov? 1dp
—+-—=acosp———
ot 2 dl p ol

Kazdy ¢len rovnice ma rozmer [ms2], teda rozmer zrychlenia, tj. vyjadruje silu, pdsobiacu na
1 kg hmotnosti. Pri prudeni idealnej tekutiny posobia na jej Castice sily, ktoré pri posunuti po
elementarnej drahe dl konaju elementarnu pracu. Pokial’ sa rovnica Chyba! Nenasiel sa Ziaden
zdroj odkazov. vynasobi drahou dl, obdrzi sa su¢in ,zrychlenia x draha“, ¢o vyjadruje
elementarnu pracu, resp. mernii energiu oznacenu Y [Jkgl=m?s2]. Rovnica bude mat’ tvar

1 ov? 1 op

dl =acosedl ———dl

ov
Fa+=2
ot 2 al o dl

Jednotlivé ¢leny vysSie uvedenej rovnice je mozné popisat’ fyzikalne takto

Z—\t/ dl - zrychl'ujuca merna energia v pripade neustaleného pradenia

1ov? o : ,
> dl - kinetickd merna energia

1

p 0
acosedl =duUdl - potencidlna mernda energia

dl - tlakova merna energia

Teda rovnica ma tvar

2
N+ 2 g —quar - L Py,
a2 5l

Ak pdsobi na tekutinu len tiazové zrychlenie, je vonkajSie zrychlenie a=-g.
Znamienko zaporné je uvedené preto, ze kladny zmysel zvolenej osi je opacny nez zmysel



poOsobenia tiazového zrychlenia. Prislusny potencial silového pola (pre tiazové zrychlenie)
dU =—gcos¢dl . Naviac plati dh =cose¢dl, teda dU =—gdh
2
Va1 G- _gah-L1Pq
ot 2 d p ol
Su¢tom (integraciou) vsetkych prac po drahe | dostaneme vztah pre celkovli mechanicka
energiu tekutiny

j—dl Eﬁdl jlapdl+jgdh 0

Pre nestlacitePnu tekutinu za p6ésobenia tiaZového zrychlenia a pre ustilené prudenie sa
predchédzajﬁca rovnice zjednodusi

—j—dl —jg—‘l’dugjdh:o

Rovnica je tak vyjadrena vztahom
2

Vi Py gh = konst
2 p

2
. . , . . .. . Ve
Tato rovnica predstavuje zédkon zachovania energie hmotnostnej jednotky, pritom Y je

P

kineticka energia, — odpoveda tlakovej energii, gh je polohova energia. Sucet kinetickej,
tlakovej, a polohovej energie prestavuje celkovit mechanickt energiu hmotnostnej jednotky,
, , : E 4
nazyvanou merna energia € = — [J.kg™].
m

Ak sa rovnica deli tiazovym zrychlenim g, dostaneme
2

V—+£+ h =konst[m].

29 o9

Toto je Bernoulliho rovnica. Kazdy ¢len rovnice predstavuje energii vztiahnuti na
tiazovu jednotku tekutiny a formalne ma rozmer vySky. Prvy €len je zndmy ako rychlostna
vySka, druhy €len je tlakova vyska a treti ur¢uje polohovu (potencidlnu) vysku.

Ak sa vynasobi rovnica su¢inom pg , dostaneme
2

pv? + p+ pgh = konst[Pa]
Kazdy ¢len rovnice prestavuje tlak (kineticky, staticky, polohovy).

Sucet vsetkych energii, tj. kinetickej, tlakovej a polohovej je celkovd mechanickd energia
tekutiny, ktora podla Bernoulliho rovnice je v kazdom priereze jednej a rovnakej trubice

kon§tantné
2

|O1+gh1 p2+gh =V—+£+gh=gH =Y =konst
2 p p 2 p
Bernoulliho rovnica plati pre prudovua trubicu, v ktorej prierezoch je rychlost’” rovnomerne
rozloZena. Pri nerovnomernom rozlozeni rychlosti je nutné volit’ prudovi trubicu vel'mi malych
prierezov, aby rozdiel rychlosti po priereze prudovej trubice bol zanedbatelny. Inak je nutné
prihliadat’ k nerovnomernému priebehu rychlosti, ¢o vyjadruje stredna rychlost’ podla
kinetickej energie.



Bernoulliho rovnica pre dokonali kvapalinu pisana pre dva prierezy jednej a tej istej prudove;j
trubice obsahuje Sest’ veli¢in: p1, Vi, h1, p2, V2, ho. Hustota tekutiny p sa povazuje za znamu.
Aby sa pomocou Bernoulliho rovnice urcili parametre pradenia, musi byt pocet neznamych a
pocet rovnic rovnaky. Pri rieSeni najjednoduchsSieho pripadu je mozné teda z Bernoulliho
rovnice vypocitat’ jednu neznamu. Ostatné veli¢iny musia byt zname.

Bernoulliho rovnica pre plyny ma tvar

2 2 2 2
V. v a
Vi o & Vs & yonst

2 k-1 2 k-1

4.3. Veta o0 zmene hybnosti

Veta o zmene hybnosti sa pouziva tam, kde sa sleduje silovy u¢inok tekutiny na stenu pevného
telesa.

Zmena hybnosti fvvzl m dv je rovna impulzu silyfttz1 Fdt

t v2
j Fdt= mdv

0 vl
Pre konstantnt silu (F = konst) a hmotnost’ (m = konst) ziskame po integrécii

F.t=m(v, —v,) =m.Av
m
F =?Av = Qm.Av = Qm(vz —171) = HZ _H1 =AH

H - je prietokova hybnost’. Sila F vyvolana pradiacou kvapalinou je rovnd zmene prietokovej
hybnosti H, — H;.

Kvapalina, ktord vtekd do kontrolného objemu V rychlostou v; a vyteka z neho rychlostou
v,vyvola pri prietoku Q silu F.

Hybnostna veta v mechanike tekutin sluzi k vypoctu sil, ktoré by bolo nutné urcit’ integraciou
z Eulerovych rovnic.



5. Zakladné rovnice prudenia skuto¢nej tekutiny

5.1. Navier-Stokesove rovnice

Rovnovaha sil pri pradeni skuto¢nej tekutiny je vyjadrena Navier-Stokesovymi rovnicami,
vyjadrujucimi vztah, kedy zotrvaéna sila je rovna sii¢tu hmotnostnej, tlakovej a trecej sily

- - - -

F s = F o+ F p+ Ft

Teda oproti Eulerovej rovnici, pre prudenie idealnej tekutiny pristupuju v pripade skutocnej
tekutiny trecie sily, ktoré s sposobené viskozitou tekutiny. Pre matematické vyjadrenie trecich
sil sa pouzije Newtonov vzt'ah aplikovany v siradnicovom systéme.

Tento vyraz vyjadruje vztah medzi viskdznym napétim a derivaciou rychlosti podla stradnice
kolmej na smer pohybu. Treciu silu je mozné vyjadrit obdobne ako silu tlakovu

F,=7rS=n av S=v pﬂ S, kde v je kinematicka viskozita.
dy dy

Ak sa stanovi rovnovaha vsetkych sil posobiacich na elementarny objem tym, Ze sa skor
odvodend Eulerova rovnica rozsiri o zmeny normalovych a doty¢nicovych napéti, presnejsie o
ich derivacie podl'a siradnic, dostaneme Navier - Stokesovu rovnicu, ktora vo vektorovom
zapise pre nestlacite'na tekutinu v pravouhlom suradnom systéme ma tvar

a—v+(3.grad)c :g—igradpﬂ/Ac
ot p

V tejto rovnici vyraz % je tzv. lokalna (miestna) derivacia, ktora nie je zavisla od
premiestiiovania tekutiny. Vyraz v.gradv je tzv. konvektivny ¢len (konvektivna derivacia),
zavisi od rychlosti premiestiiovania Castic. Tento vyraz je nelinedrny ¢o prindsa problémy pri
integracii NS rovnice. Posledny vyraz v. Av, je viskozny €len a predstavuje treciu potrebnu
k prekonaniu visk6zneho trenia tekutiny.
o> o° o* .
A=—+—;+—, Jetzv. Laplaceov operator aplikovany na tri siiradnice rychlosti. Tato
ox® oy® oz
rovnica sa od Eulerovej rovnice pre idedlnu tekutinu 1iSi prave tymto poslednym ¢Elenom na
pravej strane. Navier — Skokesovu rovnicu je mozné rozpisat’ do troch smerov suradnic x, y, z

ov, ov, o, oV, 1op (0%, @o%, o%,
+V, v, Ly, —a -y K
ot OX oy 0z p OX OX oy 0z
ov ov ov ov o’v, o, 0%
LV, 4V, SV, :ay—ia—pﬂ/ L+ —L+—
ot OX oy 0z p oy OX oy 0z
o, ov, v, v, 1op (0%, %, &%,
VY, Ly, A, -y R
ot OX oy 0z p 0z OX oy 0z

Pri rieSeni pradového pola sa spravidla urcuje rozlozenie rychlosti a tlakov. Vedl'a pohybovej
rovnice sa uplatni i rovnica kontinuity. V systéme diferencialnych Navier - Stokesovych rovnic
a rovnice kontinuity s Styri nezname veliCiny, tj. zlozky rychlosti v,,v,,v, a tlak p. Pre

N
rieSenie tychto rovnic musia byt zname vonkajsie zrychlenia a , hustota tekutiny p a okrajové
podmienky. Navier-Stokesove rovnice patria medzi nelinearne parcialne diferencialne rovnice
anie su vSeobecne rieSitelné. Analytické rieSenie je dostupné pre jednoduchsie pripady
laminarneho prudenia. V sucasnej dobe i zlozité pripady laminarneho prudenia st rieSitel'né
numerickymi metédami, napr. metdédou koneénych objemov a metdédou konecnych prvkov.



5.2. Bernoulliho rovnica pre skutoénu tekutinu

Rovnovabha sil pri prideni skutoénych tekutin je vyjadrena Navier-Stokesovou rovnicou
vo vektorovom tvare

a—v+(3.gradj; = g—igradpﬂ/AC
ot p

Dalej sa predpokladd prudenie jednorozmerné v trubici, teda predchadzajuce rovnice sa
zjednodusia tak, ze sa uvazuje len jeden suradny smer, vektor rychlosti ma jen jednu suradnicu
a taktiez sa piSe bez indexu a rozmer je oznaceny |

2
N1 acospdl - L P g4, OV
a2 sa Var

K jednotlivy ¢lenom vyssie uvedenej rovnice pribudla stratova merna energia

ov ., . . . o - g
J K dl - zrychl'ujuca merna energia v pripade neustalené¢ho priidenia

) %% dl - kinetickd merna energia

o 1o dl - tlakova merna energia
p 0
2

20%v , , .
® V- - stratova mernd energia

e acosedl =duUdl - potencidlna merna energia

Integraciou Vy§§ie uvedenej upravenej rovnice je

1
j—dl j——dl j—@dl j —dI — [dudi =
p d
Pre nestlacite'né prudenie sa vycislia integraly pre prierez 1-2 pradovej trubice
2 2 2 2 2
ov vV, =V 1 oV

—dl+| *—2* |+=(p,—p,)-|v—=—dI-(U,-U,)=0

Vycislenie integralu vyjadrujuceho trecie sily je obtiazne, preto sa prakticky urcuje
poloempirickymi vztahmi a oznaCuje sa €,. Predstavuje pracu trecich sil na jednotku
hmotnosti pradiacej tekutiny, ¢o je rozptylena (disipovana) merna energia, alebo tiez merna
stratova energia spotrebovana na prekonanie hydraulickych odporov na tseku 1 — 2 pradovej
trubice. Tato merna stratovd energia zmensuje mechanicku energiu (tlakova + kineticki +
polohovtl) tekutiny a meni sa na teplo. Bernoulliho rovnica pre prudenie skuto¢nej tekutiny, na
ktoru pdsobi len tiazové zrychlenie a=-—g ateda U = —gh ma tvar

2
\'A

PV gh = P

-2 +—+gh +e,
p 2 2
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Merna stratovd energia e, sa moze vyjadrit’ ako nasobok kinetickej energie e; = ¢ > alebo

tlakova stratova energia e = 13 , popripade stratova vyska e; = gh,. Porovnanim uvedenych
P

vzt'ahov sa ziska
2

e; =TS =gh, = p, = pgh, = = p

yo, 2
Posledna rovnica vyjadruje hydraulicky odpor tlakovym rozdielom p,, ktorému sa tradi¢ne
hovori tlakova strata. Podobne veli¢ina h,, je oznacena ako stratova vyska i ked’ nejde o stratu,
ale neziadanii premenu mechanickej energie v tepelnt. Obe veli¢iny hy a p, si mierou
rozptylenej (stratovej) energie. Sucinitel ¢ je stratovy saCinitel a zdvisi na druhu
hydraulického odporu ¢i straty.

Bernoulliho rovnica pre skutocnu tekutinu pisand pre prierezy 1,2 prudovej trubice
pomocou mernej stratovej energie e, = gh, je

2 2
&+V—1+gh1:&+v—2+gh2+ghs
p 2 p 2

h
h2
"¢

Kvapalina prudi od prierezu 1 k prierezu 2. Stratova vyska hg zahfia vsetky hydraulické straty

na Useku medzi prierezmi 1-2.

Podobne ako pri prudeni dokonalej tekutiny je mozné znazornit' graficky tiez
Bernoulliho rovnicu pre skutoénu tekutinu. Od¢itanim stratovej energie pre jednotlivé prierezy
od konStanty Bernoulliho rovnice Y, (: gHO) sa ur¢i mechanické energia tekutiny, tj. sucet

tlakovej, kinetickej a polohovej energie v uvazovanych prierezoch, ktora je znazornena
v diagrame prislusnou ciarou. Rozdiel medzi ¢iarou celkovej energie a ¢iarou mechanicke;j
energie predstavuje rozptylenu (stratovll) energiu. V tepelne izolovanej pradovej trubici sa
vSetka rozptylend energia ako tepelna odovzdava tekutine, ¢im vzrastd jej vnlitorna energia a
stiipa teplota tekutiny. Clen so stratovou vyskou v rovnici naruduje symetriu

rovnice. Pre lepSiu nazornost’ je Bernoulliho rovnice vyjadrend vo vyskach, tj. polohovej,
tlakove;j, kinetickej a stratovej vyske






6. Laminarne prudenie

Laminarne pradenie je podstatne jednoduchsie ako turbulentné. V technickej praxi sa vyskytuje
tam, kde st malé prieto¢né kanaly, vacsia viskozita kvapaliny a menSie prietokové rychlosti.
Jednoduché pripady linedrneho pradenia je mozné riesit’ analyticky integraciou N-S rovnic.
ZlozitejSie pripady sa rieSia numerickymi metédami. Pri rieSeni lamindrneho pradenia sa
uplatiuje Newtonov vzt'ah Smykového napitia, ktory odpoveda skutocnosti, a preto sa dosahuje
dobra zhoda s experimentalnymi vysledkami.

r—ﬂ—j
ﬂdyﬂ
vl vV
e
_ N
dy [—¥
dv T
s

Kvapaliny ktoré sa zhoduju s tymto zakonom sa nazyvaju newtonovské. Pre ktoré tento vzt'ah
neplati st nenewtonovské. Toto porovnanie plati iba v laminarnej oblasti prudenia, lebo pri
turbulentnom pradenti rastie odpor a teda aj doty¢nicové Smykové napétie rychlejsie v dosledku
fluktuacnych rychlosti.

Zatial' ¢o pomer doty¢nicového napitia newtonovskych kvapalin v Smykovej rychlosti je
konStantnym latkovym parametrom, charakterizujicim dana kvapalinu, pre nenewtonovské
kvapaliny je tento pomer premenlivy. Jeho okamzita hodnota sa meni podl'a pouZitého napitia
a nemoze sluzit’ pre vyjadrenie konzistencie nenewtonovskych kvapalin. Pre tento pomer sa
pouziva pojem zdanliva viskozita

_ T _T
b= q ]
dy

Okrem zdanlivej intenzity sa pre hodnotenie nenewtonovskej kvapaliny pri ur¢itom Smykovom
napiti tzv. diferencialna viskozita

dr
Pretoze ani zdanlivd ani diferencidlna viskozita nie st pro nenewtonovskd kvapalinu
konStantné, je potrebné pre fyzikalne ohodnotenie tychto kvapalin udavat ich zavislost’ na
Smykovom napéti. Takéto grafické zobrazenia sa nazyvaju tokové krivky alebo reogramy.
Najobvyklejsimi stiradnicami pre kreslenie tychto reogramov su t voci j alebo ich logaritmy.
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Kvapaliny, ktoré su charakterizované poklesom zdanlivej viskozity pri rasticom Smykovom
napdti sa nazyvaju pseudoplastické (redntice tekutiny). Medzi pseudoplastické tekutiny patria
napr. suspenzie nesimernych ¢astic, niektoré koloidné roztoky, kaly, pasty, taveniny a roztoky
polymérov, celulézové derivaty, kaucuky, latexy, farby, maziva, suspenzie papieru apod.

S rastcim rychlostnym gradientom sa nesumerné Ccastice alebo molekuly postupne
vyrovnavaju. V pokojovom stave su Castice nahodne premiesané, zatial' Co pri pohybe sa
postupne orientujui hlavnymi osami do smeru pohybu. Zdanlivo viskozita stale klesa s rasticim
rychlostnym gradientom az k urcitej hodnote, pri ktorej uz nie je mozné dokonalejSie
usporiadanie Castic. Od tejto hodnoty je uz vztah pre t linearny

Hypotéza pseudoplastického spravania sa predpoklada, ze zmena struktiry, tj. orientacie Castice
nastane okamzite akondhle za¢ne pdsobit’ Smykové napétie, alebo v case tak kratkom, Ze
pouzitim beznych viskozimetrickych metéd nie je mozné Casovy usek zistit. AK zmena
Struktary nenastane okamzite a k jej vytvoreniu je potrebny urcity ¢as, takéto kvapaliny sa
nazyvaju tixotropné.

Reciprokym javom k pseudoplasticite je dilatacia charakterizovana rastom zdanlivej viskozity
z0 vzrastajucim doty¢nicovym napétim (hustnucej tekutiny). Su to napr. rozpustadla farieb,
niektoré naterové a tlaciarenské farby, vodné suspenzie Zelezité cervené, oxidu zino¢natého,
niektorych pigmentov, kobaltovej modrej, skrobového mazu, beton, arabska guma a niektoré
polymérové roztoky, med aj.

Binghamova tekutina je charakterizovana tim, ze v pokoji ma tekutina trojrozmerna Struktaru,
ktora ma tuhost’, schopnu vzdorovat’ 'ubovolnému napitiu menSiemu nez napédtiu na medzi
deforméacie tp. Po dosiahnuti tohto napétia sa Struktara rozpadne a hmota sa sprava ako
newtonovska tekutina.

6.1. Laminarne prudenie medzi rovnobeZznymi doskami

Medzi rovnobeznymi stenami je tlakovym spadom Ap = p; — p, vyvolané laminarne prudenie
vo vodorovnom smere. Predpokladd sa izotermické a izoviskozne pridenie. Vertikdlna
vzdialenost’ dosiek je h. Rovnovaha sil je vyjadrena tlakovymi a trecimi silami.
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Predpoklada sa vodorovna $trbina, teda hmotnostné (tiazové) sily su rovné nule ( a=0).

N

S y , : il ot , Dv
Prudenie je ustalené, rychlost’ sa v ¢ase nementi a teda aj zotrvacné sily su rovné nule ( — =0

). Rychlostny profil je vyvinuty a po dizke $trbiny sa nemeni. UvaZuje sa s jednorozmernym
prudenim, teda v, a v, a vSetky ich zmeny (derivécie) st nulové. Fyzikdlne vlastnosti ako
hustota a viskozita st konstantné.

Rychlostny profil je dany iba zmenou v, po vyske Strbiny y . Za tychto predpokladov sa Navier
- Stokesova rovnica zjednodusi na tvar

2
OX oy

¢o je spominand rovnovéha tlakovych a trecich sil.
Ak sa predpoklada, ze na dlzke | dojde ku tlakovej strate Ap, potom na zdklade dané¢ho

p__Ap

tlakového spadu a_:_l_ a okrajovych podmienok rychlosti na stenach je mozné odvodit’
X
rychlostny profil v tizkej medzere.
o, _1p
ot X
o’v, 1Ap
2~
oy 7
ov 1A
X :———py+k0nst1:>
o nl
1 Ap y?
= —pr— +konstl.y + konst2
n

Pre urcenie integracnych konstant 1 a 2 sa vyuzije okrajova podmienka na stendch, kde je
nulovéarychlost, tj. pre y=0 je v, (O): 0, po dosadeni je konst2=0 apre y=h je v, (h)=0

a konstl = ZL% h. Vysledkom je parabolicka zavislost’ rychlosti v, na y .
n
1A
=P h-y)y
2n |



Rychlostny profil je kvadraticka parabola. Maximalna rychlost’ sa ur¢i z podmienky pre
maximum, tj. j—v = 0. Maximalna rychlost’ je uprostred vzdialenosti dosiek h, ¢ize y = g
2
o ap
8n |
Prietok sa urci integraciou elementarneho prietoku dQ =bv, dy, ktory preteka elementarnou
plochou b.dy

“ b Ap 2 b Ap,

Q= b_([vxdy = ZT-([(hy_ y )dy = @Th
Stredna rychlost’ podl'a prietoku je
v 2Q_Q_h"ap

S bh 127 |
Pomer strednej a maximalnej rychlosti je

v, 2
Vo, 3

max

Pradenie v medzere moze byt ovplyvnené okrem tlakového spadu tiez pohybom hornej steny
rychlostou +u. Pre tento pripad sa odvodi rychlostny profil pre okrajové podmienky
VX(O)=0, Vx(h)z-i_-u. Potom sa zmenia integra¢ni konsStanty a po dosadeni do rovnice je

rychlostny profil ureny vztahom

2
szﬁhz i_(lj iU(l-i-l}
2 |2 \n h' 2

. . , i A , , e,
Ak je prudenie vyvolané len unaSanim, potom I_p =0 arychlostny profil je linearny

v, =iu(l+lj
h 2

6.2. Laminarne prudenie v potrubi kruhového prierezu

Laminarne pradenie v trubici kruhového prierezu nastane pri Re <Re, ., =2320. Potrubie je

vodorovné, pridenie je ustalené, rychlostny profil je vyvinuty. Na pradiacu tekutinu posobia
sily tlakové a trecie. V dosledku viskozity dojde na dizke potrubia | ku tlakovej strate. Pri
prudeni vo vodorovnom potrubi sa predpoklada valcovy stiradny systém
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Pri axialnom pradeni nestlacitel'nej tekutiny v dlhej trubke s kruhovym prierezom je mozné
predpokladat’ zjednodusSenie pre rychlosti uhlové a radialne a derivacie vsetkych premennych
podl'a uhla vzhl'adom k valcovej symetrii. Potom analogicky podl'a predchadzajaceho postupu
avSak vzhl'adom K valcovému stradnicovému systému sa odvodi rovnica pre rychlostny profil
v, = AP (R _p2) 1 AP g2)

an | 167 |

Grafické znazornenie rovnice rychlostného profilu v rovine rezu prechadzajuceho osou trubice
je kvadraticka parabola. V priestore predstavuje rychlostny profil rota¢ny paraboloid.

Na stene pre r =R bude rychlost’ v, =0 , v 0se potrubia pre r =0 je rychlost maximalna
Vymae = V(1) s _1App._ 1 AP,

4n | 167 |
Prietok trubicou sa ur¢i integracou elementarneho prietoku kvapaliny dQ =2zrv,dr, ktory
preteka elementarnym medzikruzim na polomere rso Sirkou dr tlakovym rozdielom Apna
dizke trubice
D" Ap
1287 |
Tato rovnica sa oznacuje ako Hagen-Poiseuilleova, alebo ako Hagen-Poiseuilleov zakon.

Q= 75[VXdS = IZm.vxdr = %%I[Rz _ rz]r.dr _

Stredna rychlost’ podrl'a prietoku sa vypocita zo vzt'ahu

2 4
Q=7I.D—.VS _7D &,

4 128n |

2
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32n |
Z porovnania strednej a maximalnej rychlosti vyplyva
v 1

v 2

max
Zakon Hagen-Poiseuilleov plati len pre ustalené laminarne prudenie, kedy rychlostny profil v
jednotlivych prierezoch je rovnaky, ¢o nastava po urcitej drahe od zaciatku trubice. Tekutina
po vstupe do trubice ma rychlostny profil odpovedajuci dokonalej tekutine. V prvom okamihu
maju Castice kvapaliny pri stene rychlost’ rovnakt ako v ostatnom prade kvapaliny.
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Az stykom kvapaliny so stenou su castice brzdené, ¢im vznikaju doty¢nicové napitia od
viskozity medzi jednotlivymi vrstvami pradu a objavuju sa rozdiely v rychlostiach ¢astic. Tak
st postupne brzdené d’alSie Castice a v jadre pradu su ¢astice naopak urychl'ované. Draha na
ktorej sa vyvija rychlostny profil, sa nazyva rozbehovou drahou laminarneho pradu. Pre

rozbehovis drahu uvadza Boussinesq vyraz XE > 0,065 Re , Schiller XE >0,025.Re .

K ustaleniu rychlostného profilu dojde dost” d’aleko od vstupného prierezu, takze v kratkych
trubiciach sa laminarny rychlostny profil nevytvori, a preto u nich zakon Hagen-Poiseuilleov
neplati.

6.3. Laminarne prudenie v medzikruzi

V hydraulickych strojoch a zariadeniach sa Casto stretdvame s pripadmi, kedy kvapalina
pradi valcovou medzerou (prietocny prierez je medzikruzie)

L

S B )

)
U

K

I
Tak je to v pripade Cerpadiel, turbin, Supatok, ventilov, klznych lozisk apod. Pradenie vo
valcovej rovine je mozné rieSit’ pre malé hodnoty s/d:1 ako rozvinuti valcovi medzeru do
roviny, ¢im sa pripad prevedie na priadenie medzi dvoma rovnobeZznymi doskami. Valcové
medzery slazia k tesneniu roznych Casti hydraulickych strojov a zariadeni, z ktorych jedna kona
voci druhej relativny pohyb. Najjednoduchsi pripad nastane, ked’ obe ¢asti st v relativnom
pokoji. Vzajomna poloha oboch ¢asti moze byt bud’ stosa alebo vystredna. Prietok valcovou
medzerou je mozné uréit’ ako prietok medzi dvoma doskami. Sirka medzery
v tomto pripade sa rovna obvodu kruznice, teda b = p .d a vzdialenost’ dosiek h odpoveda hrabke
valcovej medzery, ¢ize h =s . Po dosadeni ziskame prietok

T Ap

=——d.h3
Qv 12n d
a stredné rychlost’
_Qy  h*Ap
TS T 124

kde prieto¢nad plocha valcovej medzery S = m.d.s. Na prietok ma tiez vplyv vystrednost’
medzery, ktord nastane ak osy oboch valcovych ploch s priemermi d a d; nebudu totozné.

o , . di—d o . . , .
Maximalna vystrednost’ je €4, = 1T Prietok medzerou s maximalnou vystrednostou je 2,5x
vacsi ako v pripade suosej valcovej medzery.

6.4. Stekanie po zvislej stene

Viskoézna kvapalina ktord, pril'ne na zvislej stene, stekd po nej vplyvom tiaZzového zrychlenia.
Predpoklada sa izotermické a izoviskdzne priudenie. Na elementarnu ¢asticu kvapaliny so Sirkou



b s rozmermi dx.dy pdsobia tiazové a trecie sily v smere osy y. Predpoklada sa ustalené
rovnomerné prudenie. Vyslednice sil v smeroch osi x,z st nulové. Na rozhrani stekajice;j
kvapaliny so Sirkou kvapaliny h s ovzdusim je tlak vzduchu p,. Tlak v stekajicej vrstve je
konStantny.

X
y dy
[
T+dt
y v = f(y)
h

Priebeh Smykového napitia v stekajicej vrstve je dany rovnicou

T=p.g.(h—x)
Rychlostny profil stekajicej kvapaliny na stene
X
V= g (h - —) x
Vs 2

Priebeh rychlosti je parabolicky. Maximéalna rychlost’ na rozhrani vrstvy so vzduchom
g-h?
Vmax = v

Prietok

h h 3
_ _gb x __gbh
Qv_b-f;vdx—7-]; (h_E)de_

Sirka vrstvy

_ 3 3Qy
= 95
Stredna rychlost’ vo vrstve
Qv _ gh’
US = ——= —
bh  3v

Porovnanie strednej rychlosti s maximalnou vyplyva
2
Vs = 3 Vmax

6.5. Prudenie nenewtonovskych kvapalin

Najstars$im analytickym vyjadrenim zavislosti Smykovej rychlosti na dotyCnicovom napéti
nenewtonovskych kvapalin st mocninové funkcie. NajCastejSie sa pouziva formulacia
Ostwalda a de Waelea



—K(dv)n—k'"
t= dr) ]

K - suéinitel’ konzistencie,
n - index toku, ktorého hodnota pre pseudoplastické tekutiny je menSia ako 1, zatial’ ¢o pre
newtonovské tekutiny je rovna 1 a pre dilatantné tekutiny je vdcsia ako 1

Rychlost’ prudenia v potrubi

1 1

n (psR )n N1ty

= 1-(=) "|Rr
Va1 (ZLK (R)
Maximalna rychlost’ v potrubi
1

O

Vmax = 77 \2LK

Objemovy prietok v potrubi
1

1

Q_ n (pSR)HR3 _ n (pSD)HD3
3n+1 \2LK 8(3n+1) 4LK

Stredna rychlost’
1
Q@ n (pSR>ﬁ _ n+1
Y TERT T 3n+1\zik) U mer3ngd

Velkost' Smykového napétia pre Binghamské tekutiny je dana rovnicou
dav ,

T=Tp+,u3(;)= Tp + Up.]

T, - poCiatocné Smykove napitie

Up - plasticka viskozita

A (19 , _
" T =1(r)
A : e

2
r [0 1
1 3 w
7 °
X T k7] _a - 4 - ; r=0

= - "n- — c—
T Q O T \
T e =Y ue .
—_— 1 © * g
v o -
SRR (o} e

Ve Ts

Rychlost’ prudenia v potrubi

Ds Ty 1 ps
= RE—r) - L2R-1)=—|=(R%2=7r) -1, (R -
v 4LuB( %) uB( T) .uBLl'L( ) — 1p( r)]

Objemovy prietok v potrubi

R* 4 1 4
0= 3@ +3® |




Stredna rychlost’
Q _ psR? 4
1-3)

Vs T TRz T 8Ly,

3

R

6.6. Turbulentné pridenie v trubici kruhového prierezu

Skuto¢na tekutina sa méze pohybovat” dvomi kvalitativne uplne odliSnymi typmi prudenia,
ktoré oznacujeme laminarne alebo turbulentné. Rozhranie medzi obomi druhmi pradenia udava
Reynoldsovo kritické ¢islo. Jeho hodnota je zavisla na parametroch ako napr. na geometrii
prudu, tlakovom spade, atd. Pre potrubie kruhového prierezu je spodni hranica asi 2300. Pre
ustalené laminarne pridenie je charakteristické, ze sa Castice tekutiny pohybuju po paralelnych
drahach, jednotlivé vrstvy sa navzajom nemiesia (neuvazujeme molekularnu difaziu).

Pre turbulentné pradenie st typické narazovitosti vsetkych veli¢in napr. rychlosti. Trajektorie
Castic tekutiny st nepravidelné, dochadza k intenzivnemu premieSavaniu celého objemu
pradiacej tekutiny.

Turbulentné pradenie je trojrozmerny, ¢asovo premenlivy pohyb tekutiny, pri ktorom veli¢iny
charakterizujuce prudenie (rychlost’, tlak, hustota, teplota) sa menia nahodne v ¢ase. Okamzité
hodnoty veli¢in neustale kolisu okolo strednej hodnoty, takze v kazdom okamihu je napriklad
rychlost’ dana stuctom strednej rychlosti a fluktuacnej zlozky

T A AAL KA
AR Riwiy

V.

X

V
ndl Al A A NN
UEVARFAA VAT, e
.

Pre zlozku okamzitej rychlosti v smere X bude platit’
V, =V, +V

kde E je stredna hodnota rychlosti v ¢ase a V' je fluktua¢na zloZka rychlosti

. o _ T
Stredna hodnota v, (resp. v,,v,) za ¢as T sa ur¢i zo vztahu vy :%J'vxdt (o je pri
0

. . . - 13 .
dostato¢ne vel'kom pocte vzoriek nahradit’ aritmetickym priemerom vy = WZV“ ). Ak je
i=1
casovy interval dostatocne dlhy, je strednd hodnota fluktuacni zlozky v’ nulova

— 17"

VX = ?.([Vth = 0 .

Intenzita turbulencie charakterizuje relativnu velkost’ amplitud fluktuacii rychlosti vzhl'adom
12

Vo
_X

vyvinutom pradeni v potrubi kruhového prierezu je zavisla na smere - pozdlzne fluktuacie st

vacsie ako priecne, V 0si maji minimum, maximum je v tesnej blizkosti steny a na stene su
rovné nule.

k strednej hodnote rychlosti, napr. pre smer x je I = Intenzita turbulencie pri



Pre technické vypocCty v praxi su stredné hodnoty rychlosti zistené za dostato¢ne dlhy
Casovy interval dolezité pre popis rychlostného profilu, urCeniu Re ¢&isla, prietoku, strat
V potrubi, apod. a thto rychlost’ oznacujeme obycajnym pismenom V.

Na rozdiel od laminarneho prudenia je odpor proti pohybu pri turbulentnom pradeni
omnoho Vicsi. Boussinesq zaviedol zdanlivi (virovu, turbulentna) viskozitu g, ktora je
analogiou dynamické viskozity 7 z Newtonovho vztahu pre Smykové napitie pri laminarnom
prudeni. Na rozdiel od nej vsak virova (turbulentna) viskozita nie je latkovou vlastnost'ou, ale
funkciou stradnic a je zavisla na geometrii a d’alSich charakteristikach pradového pola. Pre

rovinné turbulentné prudenie je mozné turbulentné $mykové napdtie vyjadrit rovnicou

dv. . . : :
Ty = L d—yx V blizkosti steny, kde dochadza k brzdeniu prudiacej tekutiny, sa prejavi aj

Smykové napitie podl'a Newtona a vysledné doty¢nicové napitie v turbulentnom prade bude
. dvy
rovné suctu 7 = (i + py )—=-.
dy
V praxi je mozné rychlostny profil v potrubi popisat’ logaritmickou alebo mocninovou
funkciou.
Logaritmicky rychlostny profil, je mozné definovat’ vztahom

R V*
v,=—Iny+K,
K

kde v. je trecia rychlost’ a moze byt' definovana vztahom v. = To  kde 7, je doty¢nicové
\ o

napitie na stene, y je odl'ahlost’ od steny potrubia, x je tzv. Karmanova konstanta, ktorej
hodnota sa pohybuje okolo 0,4 a K: je integra¢ni konstanta. Tento tzv. logaritmicky zakon
neplati v blizkosti steny, pretoze na stene, pre y = 0 dava nekone¢ne vysoku rychlost’. Ani
integracnt konstantu nemdzeme ako obvykle stanovit’ z podmienky, Zze na stenu tekutina pril'ne
a rychlost’ je nulova. Prandtl a Karman preto rozdelili turbulentny prud v blizkosti steny na tri
oblasti

e Viskozna podvrstva sa vytvori Vv tesnej blizkosti hladkej steny, kde prevazuje viskozne
dotyénicové napitie nad zdanlivym turbulentnym napétim, pretoze prie¢ne zlozky
fluktuaénych rychlosti st stenou timené. Tato vrstva je vel'mi tenka, zlomky milimetrov,
ale ma vel’ky vyznam pri prestupe tepla. Rychlostny profil je priamkovy.

e Prechodova vrstva, ¢o je ta cast’ pradu, kde doty¢nicové napétia sposobené viskozitou
alebo turbulentnym zmiesavacim pohybom st radovo rovnako velké a rychlost’ plynule
prechédza z priamkového na logaritmicky zakon.

e Turbulentné jadro prudu sa nachadza v urcitej vzdialenosti od steny, kde uz je
doty¢nicové napitie od viskozity tekutiny zanedbateI'né v porovnani SO zdanlivym
turbulentnym napétim. V tejto oblasti plati logaritmicky zakon, v tejto forme zvany
zakon steny.

Na zaklade experimentov vykonanych v hladkych trubiciach boli stanovené aj nezname
konstanty v logaritmickom zakone:

Y _57510g Y 455
14

V*
V literatare sa zavadza bezrozmerna rychlost’

Ve
V*

<



a bezrozmerna odlahlost’ od steny

y =t
\
Logaritmicky zakon ma tvar
v' =575logy" +55
a je znazorneny v semilogaritmickych stradniciach

laminarni podvrstva .Yy

Y Vv =
prechodova vrstva
+
v | / turbulentni jadro +

1 5 10 30 100 |5q

Miesto logaritmického zakona sa Vv turbulentnom prudeni pouziva tiez star§i empiricky
mocninovy rychlostny profil.

[mj |
v, | R
0 / 1
V=0.8Vv,., v [m/s]
v sténa

kde V,,, je maximalna rychlost’ tj. rychlost’ v 0si potrubia ktorého polomer je R . Exponent ,,n*

nie je konstanta, ale meni sa s Reynoldsovym ¢islom od 7 do 10 a s drsnosti potrubia. Pre pomer
stfednej a maximalnej rychlosti m v potrubi je mozné odvodit’
v 2

v :(n+2)(n+1)

v

max

Exponent ,,n“ a pomer rychlosti ,,m*“ mozeme urcit’ z podmienky rovnovahy sil trecich a
tlakovych. Ich hodnoty platia pre urcity rozsah Re ¢isla:

e pre hydraulicky hladké potrubie 2320<Re(10° =n=1/7=0.143 m=0.817
e pre 8-10°(Re(5-10° = n=1/8=0.125 m=0.837
e pre visiu rychlost’ v rozsahu Re)5-10° =n=1/10=0.1, m =0.866

Rychlostny profil v potrubi mézeme merat’ (napriklad Pitotovou trubicou) a mocnitel’ ,,n* urcit’
experimentalne.



Mocninovy zakon vyhovuje dobre pre jadro prudu, ale pre oblast’ blizko steny (viskdzna a
prechodova vrstva) nie je tato funkcia platna.

Mocninovy rychlostny profil je mozné vyjadrit’

—_ 2\
(-2
Ve R

kde y je vzdialenost' od osi potrubia, R polomer potrubia. Exponent n, v mocninovom
rychlostnom profile je funkcia Re ¢isla a z experimentalnych vysledkov bol pre uréeny vzt'ah

L 1+8 / % . Pomer strednej a maximalnej rychlosti m

Ny

v 1

N ()

max

Vyssie uvedené pristupy k popisu rozlozeniu rychlosti po priereze potrubia mézu poskytnuat’ iba
stredné hodnoty zloziek rychlosti, pripadne sucinitel’ turbulentnych trecich strat. Nedokazu
vsak stanovit' d’alSie dolezité veliCiny, ktoré charakterizuju turbulenciu, ako st napr.
Vie + VIV

Reynoldsove napitia, kineticka energie turbulentnych fluktuacii k = , atd. Tieto

veli¢iny vSak spadaji uz do problematiky Statistickych modelov turbulencie.



7. Prudenie skutocnych tekutin - straty

Pri pradeni skutocnych tekutin vznikaju nasledkom viskozity hydraulické odpory, tj. sily, ktoré
pOsobia proti pohybu castic tekutiny. Mechanizmus hydraulickych odporov je zlozity jav, ktory
sa dosial’ nepodarilo exaktne vyriesit, preto sa v hydraulickych vypoctoch uplatiiuje mnoZzstvo
polo empirickych metdd.

Pod pojmom hydraulické odpory (straty) pri pradeni skuto¢nej tekutiny st zahrnuté vsetky
ucinky, ktoré sposobuju rozptyl energie. Rozptylend (stratovad) energia na hydraulickych
odporoch sa prejavi bud” ako tlakovy ubytok Ap = p, (vynutené pridenie v potrubi apod.),
2

alebo ubytok kinetickej energie m? (napr. vytok z nadob otvormi), alebo zniZenie polohovej
energie mgh (prudenie v korytach, gravita¢né potrubie, atd.)

p
dp_ . P.=p -p,

p
? dx @P? ®P2

i |
1_._._.E ............ L2 o _

p‘? .lf p?

Rozptylenu (stratovll) energii vzt'ahujeme obvykle na jednotku hmotnosti alebo tiaze a plati

vzt'ah
2

€ :Ys :& = élv_ = ghs [‘]kgl]
yo, 2

e. Y. p v?
—=_=—=0_—=h/[m]
g 9 pg 29

kde ¢ je stratovy sudinitel.

Z hladiska fyzikalnej podstaty je mozné odpory (straty) v potrubi rozdelit’ na dva typy:

e trecie odpory, ktorych pri¢inou su trecie sily a ktoré zavisia na dizke potrubia, kanalu,
apod. Stratovy st&initel’ trecieho odporu je teda priamo timerny diZke potrubia L.

e miestne odpory, ktoré vznikaju v miestach, kde sa meni velkost’ rychlosti (zmena
prieto¢ného prierezu), smer rychlosti (zakrivené potrubie), popripade velkost' i smer
rychlosti (armatiry) a dochddza pritom k odtrhnutiu prudu a vzniku virivej oblasti.
Stratovy sucinitel’ z miestneho odporu zavisi na geometrii uvaZzované¢ho miesta a na
prudeni.



7.1. Trecie straty v potrubi

7.1.1. Laminarne prudenie

V pripade laminarneho prudenia pre Re(2320sa velkost’ tlakovej straty ¢i stratovej
vySky da odvodit’ analyticky. Pri rieSeni vyjdeme z rovnice pre stredni rychlost’ v =V,
V potrubi a upravime

2
- P
321L
327Lv  32nLvv p2 64 LV? 64 L v? L v?
p= =t B sy s pmdm
d d> vp2 vdd 2 Red 2 d 2
|4
kde sucinitel’ trenia ﬂzﬁ; Rezﬂ; n=pv
Re v

Pre stratovt vysku je mozné odvodit’ vztah (tzv. Darcy-Weisbachovu rovnicu)
2
ho P LV
pg d2g

kde ¢ = ldk je stratovy sucinitel’.

7.1.2. Turbulentné prudenie

V pripade turbulentného prudenia je Smykové napétie vacSie a preto su straty trenim vacsie ako
v pripade laminarneho prudenia. Suginitel’ trenia A je zavisly na vel'kosti Reynoldsovho &isla

a relativnej (bezrozmernej) drsnosti ¢ = % pripadne k, = g kde k [mm] je absolitna

drsnost’ steny potrubia, definovana ako stredna hodnota nerovnosti na stene. Rovnice pre
vypocet sucinitela trenia s stanovené na ziklade experimentidlneho merania. Pre hladké
potrubie (k = 0) odvodil Blasius empiricky vztah

0,3164 4
A== Re, <Re <8.10
re (e )

Nikuradse pre hladké potrubie udava podla vysledkov pokusu vzorec

_ 1 4
* Lolre d7)-0af 751

Stcinitel’ trenia v AltSulovom vzorci pri uvaZzovani drsnosti potrubia je explicitne vyjadreny
vo forme

0.25
A= 0.1(@ + 5)
Re d

Plati pre oblast’, v ktorej sa uplatni tak vplyv Re Cisla, tak aj drsnosti (oblast’ zmiesaného trenia).
Pre tuto oblast’ bolo odvodenych desiatok rovnic, najCastejSie sa vSak pouziva vzorec, ktory
odvodil Colebrook - White



1

2

2,51 k

2log| = |+0,27
[ g(Reﬁ] d}

Tato rovnica je implicitna a A4 sa musi riesit’ iteraciami. Preto boli v poslednych rokoch
odvodené pre A explicitné vzorce. Ako priklad je uvedena rovnica odvodena Churchillom

A ]

7\ 5 37530)"°
a=|-2457In (—j +0,27¢ b:( j
Re Re

Pre danti pomernt drsnost’ ma sucinitel’ trenia A od urcitého Reynoldsovho ¢isla hodnotu stalu
a nezélezi na Re. V tejto oblasti nazvanej vyvinuté turbulentné priidenie vyjadril Nikuradse
sucinitel’ trenia vztahom

k
A= 1 > platnym pre (E ReA >191,2j

(2 log i + 1,138)

Graficky spracované zavislosti st¢initel’a trenia na Reynoldsovom ¢isle a pripadne drsnosti ako
parametra boli vyhodnotené v diagrame Nikuradseho 4 = f (Re, kr)




Hodnoty vd pti 15°C a tlaku 760 mm Hg (rychlost v ms”, primér v m)
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Absolutna drsnost’ potrubia k zavisi od druhu materialu, spracovania a prevadzkovych
podmienok (koro6zie, erdzie). Podla skusenosti réznych autorov st v uvedené drsnosti
vybranych materialov.

tab. 7.1 Absoliitna drsnost’ materidlov potrubia k

Material potrubia ?r?w‘r’r(l))d ny stav g(])rl;]o)dovany stav
Tahané trubky mosadzné, medené, hlinikové |0,0015 az 0,003 0,003 az 0,1
Bezosvé trubky ocelové 0,04 az 0,1 0,1az0,9
Tahané trubky ocelové 0,03 az 0,12 0,12az0,9
Zvérané trubky ocelové 0,05 az 0,1 0,1az0,9
Pozinkované trubky ocelové 0,15az0,5 0,5az3,5
VodOVf)dne potrubie po 20 a viac rokoch 0.6 a2 3.0

V prevadzke

Sklenené trubky, trubky z plastov 0,001 5 az 0,01

Pryzové hadice 0,01 az 0,03

Betoénové potrubie 0,3 az 6,0

7.1.1. Straty trenim v nekruhovych prieto¢nych prierezoch

Laminarne prudenie v nekruhovych potrubiach sa da rieSitt matematicky. V pripade
laminarneho pradenia sa trenim o steny potrubia zbrzdia Castice v celom prieto¢nom priereze.




»Medzna vrstva® vypliuje cely prietocny prierez a jeho tvar méa vplyv na rozlozenie rychlosti
alebo rychlostny profil. Preto je nutné pre kazdy prierez odvodit’ vzt'ah pre trecie straty a nie je
mozn¢ ich prepocitat’ z jedného prierezu na druhy.

V pripade turbulentného pradenia v potrubi sa vplyv trecich sil na obtekanych stenach obmedzi
na podstatne mensiu vrstvu, ktora v porovnani s charakteristickymi rozmermi prietocného
prierezu je vel'mi mala. Hrabka medznej vrstvy u turbulentného pridu zavisi predovsetkym na
Re ¢isle. Ak tvar prietokového prierezu potrubia nema v podstate vplyv na stéinitel” trenia, st
straty trenim turbulentného prudenia v potrubi nekruhového prierezu uréené rovnakymi
vzorcami ako pre kruhové potrubie. Miesto priemeru d kruhového potrubia je vSak treba
dosadit’ ekvivalent pre nekruhové prierezy, pomocou ktorého sa vypocita Re-Cislo, sucinitel’
trenia a stratova vyska. Tento ekvivalent sa nazyva hydraulicky priemer — d, a je urCeny

vzt'ahom
S
d, = konst—
0

Konstantu imernosti je mozno zvolit. Vyhodne sa stanovi z podmienky, aby hydraulicky
priemer kruhového potrubia d, bol rovny jeho priemeru d ¢ize d, =d . Pretoze v kruhovom

potrubi je prieto¢ny prierez S = %d ? azmadany obvod 0=7d , je

anE
4 d
7d 4
Je teda hydraulicky priemer definovany vzt'ahom
S
d h = 4 g

Hydraulicky priemer d, je teda ekvivalent nekruhového prierezu a predstavuje kruhové
potrubie o svetlosti d = d, , v ktorom st rovnaké hydraulické straty ako v nekruhovom priereze.

Hydraulicky priemer sa moze dosadit’ do vyrazu pre pomernu drsnost’, do Reynoldsovho ¢isla
a do vyrazu pre stratova vysku a z toho je zrejmé, ze vypocet straty trenim v nekruhovom
potrubi (turbulentné pradenie) je zhodny s vypoctom straty v kruhovom potrubi.

7.2. Miestne odpory (straty)

V kazdom potrubi byvaju okrem rovnych tsekov i rozne kolena, odbocky, armatiry, meracie
zariadenia, CistiCe, chladi¢e apod., okrem toho sa méze menit prierez potrubia. V tychto
Castiach potrubi dochadza k zmene velkosti i smeru rychlosti pridenia, ¢o vyvold virenie,
popripade odtrhnutie pradu kvapaliny spojené srozptylom energie. Energia prudiacej
kvapaliny sa rozptyl'uje v mieste potrubi, kde dochadza k zmene vektoru rychlosti, preto je
rozptyl nazvany miestnymi stratami.

Velkost’ miestnych strat, tj. stratova energia pri miestnych stratach sa vyjadruje obdobne

ako strata trenim rychlostnou vyskou a stratovym sucinitel'om
2

p \"
e =15 — h = —
S p gS é/m 2

Stratovy sucinitel’ £, zavisi od druhu miestnej straty, konstrukénych parametroch, drsnosti

stien, tvaru rychlostného profilu a na rezimu pradenia. Vplyv Reynoldsovho ¢isla sa prejavuje
obdobne ako v pripade trecich odporov predovsetkym pri malych hodnotach tohto Cisla. Uréuje



sa meraniami. Je mozné stanovit’ sicinitel ¢ z nameranej tlakovej straty p, na miestnom

odpore. Pre hodnoty Reynoldsovho ¢&isla Re > 10° s hodnoty stratového sucinitel'a takmer

konStantné.

Miestne odpory v potrubi sa mozu vyjadrit’ ekvivalentnou dizkou I, potrubia, v ktorom je strata

trenim rovnako vel'ka ako miestna strata.

VLV
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Za sucCinitel trenia a priemer sa dosadia hodnoty platné pre rovny usek potrubia. Pri zmendch

prierezu sa meni prieto¢na rychlost’ a miestne straty sa mozu vyjadrit' v zavislosti od pritokove;j

v, alebo odtokovej rychlosti v,

=1,

¢y
A

Straty nahlym rozSirenim prierezu

1 2
p N
b Py I
Vi v,
1 2

2 2

V \"
h =¢ L=/, -2
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Z tejto rovnice vyplyva vztah pre prepocet stratovych stcinitel'ov
2 2
ol 2o S
AT EY

upraveny pomocou rovnice kontinuity SV, = S,v,. Pre kruhov¢ prierezy plati

) ﬂ 4 . ) & 4
ae(8]es e8]

Pri ndhlom roz$ireni prierezu sa odtrhne prud kvapaliny od stien a vytvoria sa viry. Potom sa
prud kvapaliny roz§iri po celom priereze, pri rozsireni prierezu klesa stredna rychlost’, a preto
musi stapnut’ staticky tlak. Borda odvodil pre stratova vysku pri ndhlom rozSireni prierezu
vzt'ah

2 2
h, = i—1 ﬁ: 1_i ﬁz(\/l_vz)2
s ) 2g s,) 29 2g

Straty nahlym zaZenim prierezu



Pri strate ndhlym zGzenim prierezu dochddza v mieste ndhleho zizenia, k zrychleniu kvapaliny.
Prud kvapaliny neméze sledovat’ tvar stien potrubia. Postup odvodenia je podobny ako v
predchadzajicom pripade.
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Straty v difuzore

Ak bude prechod z mensSieho prierezu na vacsi pozvolny, ako je tomu v difuzore, straty mézu
byt podstatne mensie. Diftizor sa pouziva hlavne tam, kde je potrebné premenit’ kineticka
energiu pradu na tlakovu s najmenSimi stratami. Je zname, Ze vel'mi malym rozSirenim prierezu
sa meni prudenie, a to najma rychlostny profil, ktory je tym viac natiahnuty v smere pradenia,
¢im je uhol roz§irenia vacsi.

Do uhla rozsirenia &« = 6 — 8° zostava rychlostny profil symetricky k osi difuzora. Pri d’alSom
zvacseni uhla sa prad t¢inkom tlakového gradientu odtrhne od steny a symetria prudu sa porusi.

2
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Pri uhloch rozsirenia @ = 10 — 50° nastava odtrhnutie pradu spravidla od jednej steny, na
ktorej je rychlost’ mensia. Rychlostny profil sa stane nesymetrickym. Nesumernost’ prudu je
casto doprevadzana nestabilnym odtrhavanim, ¢o vyvola kmitanie pradu a tvorenie virov.

V difuzoroch s va¢§im uhlom rozsirenia ako 50 - 60° nemdze prud sledovat’ steny difizora a
odtrhava sa po celom priereze. Odtrhdvanie od steny je sprevadzané menSimi pulzaciami
pradu. Zvysuje sa Smykové napétie nasledkom zvécsenia turbulencie, ¢o sposobuje zvysenie
strat. V difuzore vznikajt aj straty trenim, preto celkov stratovi vysku je mozné rozpisat’ na
stratovil vySku spdsobenu stratami trenim a stratami zmenou prierezu hgy = hg + hgy.
Skuto¢ny tlakovy rozdiel v difuzore je dany rozdielom tlakov v rozSirenom a pociatonom
priereze.

vi —v3
P2~ P1 =P~ ~PYhsa
Stratové sucinitele v prierezoch 1 a 2 su dané
Cha (22 P2—P1i . (S1\° .P2—P
Sn=—7=1-(—~) ———==1-\¢) —2——>—
vy 12 vi S, pV;

29 P2
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Hydraulické straty v difuzore su spojené so zmenou prierezu, a preto je ich mozné vyjadrit

pomerom k strate nahlym rozSirenim prierezu

g = hLd — —hSd
" hsn (171 —_ UZ)Z
29

Tento sucinitel’ sa nazyva stupen rdzu. Pri rasticom uhle roztvorenia difuzora, kedy zmena
prierezu prechadza v ndhlu zmenu prierezu, sa stupeil razu blizi hodnote 1.
51

fn=(1-2)¢
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Straty v kuZel'ovom potrubi - konfizore

Pri zuzovani prierezu je hydraulickd strata sposobend takisto trenim je ju mozné urcit
integraciou na elementarnej dizke kuzel'ového potrubia.

Stratova vyska na elementarnom useku dx je urcena

ih _Adxv2
ST 7 d 2g
1
S v .v\z
= R 1 i ._./' V T - v N_..
I e i
dx X
I I,
14

Celkova strata sa urCi integraciou diferencidlnej rovnice, pricom je nutné uvazovat zmenu
priemeru a rychlosti po dlzke kuzelového potrubia. Sucinitel’ trenia A sa meni s Re ¢islom,
avSak v malom rozmedzi, takze sa uvazuje stredna hodnota A4 ako konStanta.

Stratova vyska v kuZel'ovom potrubi je tak

1.1, v? 3\ 1 ! d3y\ vs 2
hy =_AS_2v_2<1__i> =_,1$_<1__i>v_2= 5217_2
4 °d,2g I 4 °dy—d, dy)2g 2g

:, = 1/1 l (1 d;*) A [1 (dz)“l
27 47d, —d, dt 8_tg% d;
Zmena smeru prudenia - obluk

V kazdom potrubnom systéme sa spravidla vyskytuje prvok, v ktorom sa meni smer a rychlost’
tekutiny. Tento prvok tvori zakrivené potrubie, obliky, kolend a tieZ kombinacie oblukov. V
tychto prvkoch dochéadza k rozptylu energie, ktora sa vyjadruje miestnou stratou zmenou smeru
pradenia.



K vytvoreniu predstavy pradenia v zakrivenom potrubi je potrebné si vSimnut pradenie
dokonalej kvapaliny v kruhovom obluku. Predpoklada sa, Zze kvapalina priteka ku kolenu
konstantnou rychlost'ou rozloZenou po celom priereze rovnomerne.

Nasledkom zakrivenim drah posobi na cCastice kvapaliny odstrediva sila, ktora musi byt v
rovnovahe s tlakovou silou. Aby vznikla tlakova sila posobiaca do stredu zakrivenia, musi na
vacsom polomere I pdsobit’ vacsi tlak. Toto je mozné dosiahnut v sulade s Bernoulliho
rovnicou tak, Ze sa rychlost’ Castice znizi.

Zavislost’ rychlosti a polomeru je graficky zndzornend na nasledujucom obrazku

pficna
cirkulace délka kolena
Pi vnéjsi
sténa

vhitini
sténa—|

Skutoéna tekutina nemdze pretekat’ kolenom ako dokonala. Castice pomalsie budd brzdit
castice rychlejSie, pricom v skutocnej kvapaline sa Castice premiestiiuji na vacsi alebo mensi
polomer. Vznika zlozity Spiralovity priestorovy pohyb. Sucastou tohto prudenia je virivé
prudenia v prie¢nom reze, charakteristické dvoma virmi opacného smeru. Prud na vnutorne;j
hrane kanala sa moze odtrhnut’, takze vznikaju viry aj pri stenach. Priebeh tlaku na vnttornej a
vonkajsej stene je na predchadzajicom obrazku. V diagrame je zndzornend tlakova strata a jej
zlozky odpovedajuce trecim stratdm a vireniu.

Armatiry (ventily, Supatka, kohutiky a klapky) sluzia k uzavretiu potrubia alebo k regulécii
prietoku.
SOUPATKO VENTIL KOHOUT KLAPKY

N_}\:?’ -
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Pri Gplne otvorenych uzaverach maji byt straty Co najmensie. NajmenSie odpory maju Supatka
a kohutiky. Hydraulicky odpor je spdsobeny jednak trenim, ale hlavne virenim. Doskou
Supatka, ventilu, klapky alebo telesom kohutika sa zuzuje prietocny prierez. Prad kvapaliny
nesleduje prudnicami zmeny prierezu a dochadza k odtrhnutiu pradnic a vzniku virivych
oblasti. Tieto javy vyvolavaji hydraulicky odpor spojeny s rozptylom energie. Stratovy
sucinitel’ sa zistuje meranim. VSeobecne zavisi od konstrukéného prevedenia armatiry, na jej
pomernom otvoreni a Re ¢isle. Pretoze armatury predstavuju premenlivy odpor, pouzivaja sa
Casto v technickej praxi aj na regulaciou prietoku tekutin. V pripade ventilov sa vhodny priebeh
stratového sucCinitela dosahuje tvarom kuzelky. Regulacné vlastnosti armatir sua
charakterizované tzv. menovitou kapacitou armatiry K,,. Menovitu kapacitu armatary K, = 1
maé armatura, ktorou preteka prietok Q,, = 1 m3/h pri tlakovom spade Ap = 10°Pa.
Vseobecne sa menovita kapacita armatiry vypocita pre pradenie vody z rovnice

100000
Ap

pre int latku je to

100000 [p
K, = Qy AT
v

kde p,, je hustota vody pri teplote 15°C.

K, =0Qy



8. Priklady hydraulického vypo¢tu potrubi

8.1.1. Jednoduché potrubie s nadrzou

Potrubie sluzi k doprave tekutin. Pri jeho navrhu vychddzame z predpokladu jednorozmerného
prudenia. Za jednoduché potrubie povazujeme potrubie s konStantnym prierezom. V pripade
dlhych potrubi prevazuju straty trenim, u kratSich potrubi sa mo6zu vyznamne uplatnit’ straty
miestne.

Jednoduché potrubie pripojené k nadrzi ma dizku |, priemer d . Predpoklada sa, ze nadrz je
rozmernd a teda rychlost’ priidenia na tejto hladine je temer nulova. Potom pre prierez 1 (hladina
Vv nadrzi vo vyske h) a 2 (vystup z potrubia do ovzdusia) plati Bernoulliho rovnica:

i

2
PV

a po dosadeni

2

Po . Po .
+gh +g 0+(/1 + (j—
p "2 p 2

apo ﬁprave

gh=— > (1+/1 +Z§j —@1+¢)

Z tejto rovnice je mozné vyj adrlt skuto¢nu rychlost’

_ 2gh _ J2gh 1
V= =,20h ——=v,¢
(1+/1(|j+2§] i+

Y PRV Vo , . . . ., .
Je zreymé, Ze rychlostny sucinitel ¢ = — je dany pomerom skutocnej a teoretickej rychlosti.
Vt

V rovnici st uvazované straty trenim 1 sucet strat miestnych Z ¢ . Celkovy stratovy sucinitel’
+>°1,

&o=4 é +>.¢=2 !

Jednoduché potrubie je uréené pre hydraulicky vypocet Styrmi veli¢inami: dizkou
potrubia I, priemerom potrubia d , spAdom h a rychlostou V alebo prietokom Q. St¢asne su
zname fyzikalne vlastnosti tekutiny, absolitna drsnost’ steny potrubia, treci stéinitel’ 4 a
stratovy sucinitel’ vSetkych miestnych strat. Jedna z veli¢in | -d —h—v alebo Q moéze byt
urend rieSenim Bernoulliho rovnice, pri ¢om pre treci siCinitel je vhodné volit' pre
jednoduchost’ explicitnt rovnicu.

zahrnuje straty trenim a vSetky straty miestne.



8.1.1. Tlakova ¢iara

Pri navrhu potrubia je nutné vzhl'adom k spol'ahlivej ¢innosti potrubia dodrzat’ dolezita
podmienku a sice, Ze os potrubia vzdy lezi pod Ciarou tlaku. Pre definovanie Ciary tlaku sa

predpokladd vodorovné potrubie s nadrzou. Ak sa odpocita od hladiny v nadrzi rychlostna
2

vyska 20 a spoji sa takto vzniknuty bod s koncom potrubia, dostaneme ¢iaru tlaku. Pretoze pri
g

2
potrubi obvykle plati ;—((h , potom ¢iaru tlaku je mozné zjednodusene dostat’ ako spojnicu
g

hladiny v nadrzi s koncom potrubia..
Na sa uvadza ciara tlaku u potrubia s miestnou stratou, napr. armatirou situovanou

VO vSeobecnom mieste potrubi.
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8.1.1. Potrubny systém

Potrubny systém je bud’ jednoduchy, tvoreny jednym potrubim alebo zloZeny,
pozostavajuci z vacSieho poctu potrubi tvoriacich siet’ obsahujiicu uzly a vetvy (vid’ teoria
elektrickych obvodov), pripadne zdroje kvapaliny. Na obr. je schéma pripadu jednoduchého
potrubného systému.

Na obr. je schematicky znazorneny zloZeny potrubny systém, kde je mozno identifikovat’ Casti
rozvetveného a okruzného systému v kombinécii. Okruh vznikne prepojenim dvoch uzlov
pomoci diagonaly. Navrh vetvenej potrubnej siete spociva v ur€eni vhodnych priemerov
potrubi v jednotlivych vetvach a vypocet tlaku, tzv. tlakové Ciary v sieti. Ak s priemery potrubi
dané, obmedzi sa vypocet na urcenie tlakovej Ciary s pripadnym odporuenim zmeny
nevyhovujtcich priemerov potrubi. Ak je v sieti uzavretd slucka (okruh), je nutné pouzit
niektort z metdd pre rieSenie okruhovych sieti, ktoré su aplikaciou Kirchhoffovych zakonov
(ale na rozdiel od elektrické siete je nutné v potrubnych sietach pre vodu uvazovat’ nelinearnu
zavislost’ medzi tlakovou stratou 4p a prietokom Qv). Riesenie takého systému je matematicky
zloZitejSie, vyuziva sa maticovy pristupu k popisu systému a pocitace pri numerickom

spracovani.
N
1
5

—_




8.1. Charakteristika potrubia

Pre jednoduché potrubie stileho prierezu, plati Bernoulliho rovnica, ktord porovnava
energiu kvapaliny napr. na pociatku (1) a konci (2) potrubného useku.

1
]
ghy | 2
f e —
' thF U=o
2 2
&+V—1+ghl=&+v—2+gh2+ghs
p 2 p 2

Pokial’ sa predpoklada potrubie konStantného prierezu (jedna sa o jedno potrubie), potom pri
platnosti rovnice spojitosti (v, =V, ) sa Bernoulliho rovnica zjednodusi na tvar

Pygh=P2 i gh, +gh,
Yo

yo)

V2
&_&:g(hz _hl)+é/c_
p P 2

kde ¢, =/1€L+Z§ . Pretoze byva zvykom vyjadrovat charakteristiku potrubia ako

zéavislost’ tlakového spadu AP na prietoku Q , potom

S
2

Tlakova strata je umerna druhej mocnine prietoku Q? . Pokial’ by pradenie menilo smer, potom

4 2
Ap=p,—p,=pg(h,—h)+p (Fj Q? = pgh+k,Q? = pgh +k,Q[Q)|

bude jednoducho tlakové strata umerna vyrazu Q|Q|. Ak je uvazovana len trecia strata

V potrubi, je konstanta k, urfend vztahom
8l
d°z?

Prepocet medzi mernou energii, tlakovou stratou a tlakovou vyskou je nasledujuca

ko = oA

Yzﬂng
Y2,

kde Y je merna energia, Ap=p,—p, je tlakovy spad a tlakova vyska H = Lgpz udava
Yo,
rozdiel tlakovych vySok na pociatku a na konci potrubia, ktory je potrebny pre prietok Q.
Ak je potrubie vodorovné, potom h =0 a zavislost Ap = f (Q) je kvadraticka parabola
s vrcholom v pocdiatku suradnic Q,Ap. Ak je na zaliatku potrubia spitna klapka, ktora brani

prietoku v opacnom zmysle, potom charakteristika potrubia v tretom kvadrante splynie so
zapornou osou Ap . Charakteristika potrubnej vetvy so stupanim je posunuta vo zvislom smere

ato o tlak Ap=pgh. Pri tlakovom spade zapornom sa nastavi prietok v opaénom zmysle,
pokial’ vo vetve nie je spétnd klapka.



potrubny usek vodorovny )
1 2 Ap | Ap
by h, — -
Q Q
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9. Vytok kvapaliny z nadob, prepady

9.1. Vytok malym otvorom

Uvazujeme vytok kvapaliny otvorom na dne nadoby podl'a Chyba! NenaSiel sa Ziaden zdroj
odkazov.. Nadoba ma konstantny prierez S, (valec, hranol) a je naplnena do vysky h. Na dne

Je maly ostrohranny otvor s prierezom S;, ktorym kvapalina vyteka do tlaku ovzduSia p,.

Vo vSeobecnom pripade sa uvazuje v nadrzi tlak p , ktory je od tlaku ovzdusia p, odliSny.
S

| \1\¢\
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wlvw
Vo ‘

So =
T

Prisl |
bv S

Pretoze polohova vyska je pre cely otvor konStantnd, je rychlost’ v otvore rovnomerne
rozloZena. Vytokova rychlost  sa v tomto pripade vypocita z Bernoulliho rovnice. Pre skuto¢na
kvapalinu plati Bernoulliho rovnica pisana pre hladinu v nadrzi a pre vytokovy prierez v tvare:

2 2

V \"

E+—°+gh=&+—+0+ gh,
yo, 2
Predpokladame, ze prierez vytokového otvoru S, je v porovnani a prierezom nadrze S, vel'mi

maly, potom rychlost’ poklesu hladiny v, — 0. Pre stratovil vySku plati zndma rovnica
2
Vv
h,=—
s =6 29

Z rovnice pre vytokovu rychlost’ sa odvodi vztah

1 P—Po P—-P
— 2| gh = 2| gh+ ——=
! \/1+4\/(g+ P J @\/[@J+ o J

Pre teoretickii vitokovt rychlost’ (¢ = 0) dostaneme

" - \/2(gh+%}

Pomer skutoc¢nej a teoretickej rychlosti je rychlostny sucinitel’

v 1<1

¢ = —=

V, J1+¢
Pri rovnakom tlaku v nadrzi a vo vytokovom otvore p = p, je vytokova rychlost’ urena
rovnicou

v =¢p,/2gh

Pre ¢ =1 je teoreticka rychlost’

Vv, =4/2gh




¢o je Torricelliho vyraz.

Pri vytoku z nddoby nevypliiuje prud kvapaliny spravidla cely vytokovy otvor, lebo pradnice
sa nemoOzu nahle zakrivit' podl'a hran otvorov.. Zotrvacnostou cCastic kvapaliny je spdsobené
zuzenie alebo kontrakcie Iuc¢a. Vyjadruje sa stucinite’om kontrakcie

5=Si<1, odtial S =¢S,

0

Sucinitel’ zZzenia zavisi vSeobecne na tvaru vytokového otvoru, jeho umiestneniu voc¢i boénym

stenam a na Re-¢isle.

_ S | £=067

So

S

&£=061

So

So

—

Skuto¢ny vytok kvapaliny otvorom je

Q, =VS=£¢S,,/2gh = uS,,/2gh

kde

u=§—vvt=e-¢<1

il

S

=]

L ——

£=0.50

je vytokovy sucinitel, ktory rovnako zavisi na tvaru otvoru ¢i natrubku a Re-cisle.
Zavislost ¢, &, u=f (Re) pre ostro hranny otvor podl'a vysledkov merani je uvedeny na
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vytok pri dne vytok bo¢nym otvorom  vytok otvorom na dne nadoby

Ty bo bbb wwmw
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ostrohranny u = 0,62 +
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9.2. Vytok vel’kym otvorom v bo¢nej stene

Pri relativne vel’kom otvore vo zvislej stene je nutné reSpektovat’ zavislost’ vytokovej rychlosti
kvapaliny na hibke uvazovaného miesta pod hladinou tlaku ovzdusia. Vytok kvapaliny
Z nadoby sa ur¢i integraciou. Elementom vytokového otvoru dS =b-dh vyteka elementarny
skuto¢ny prietok kvapaliny

dQ, = ¢-dS-v = ub,/2gh-dh
po

bo bbby

hi
o

| =
&

5 ds
S
|
Vytok rozmernym otvorom je uréeny vSeobecne integralom
h2
Q, :dezbi,/Zgh -dh
s h,

Ak ma otvor obdlZznikovy prierez b = konst, potom vytok ur¢ime integraciou rovnice

Q. =2 uby2g (/" -n* )

9.3. Vytok ponorenym otvorom

Kvapalina vyteka otvorom do prostredia vyplneného rovnako kvapalinou. Ide v podstate o
prietok otvorom medzi dvoma nadobami. Otvor je pod oboma hladinami v nadrziach, preto
je ozna¢ovany ako ponoreny. Vytokova rychlost’ otvorom zéavisi na rozdiele hladin v naddobach.



K odvodeniu vztahu pre vytokovu rychlost’ sa pomyselne otvor zakryje doskou. Tlak kvapaliny
posobiaci na dosku z oboch stran je priamo timerny hibke uvazovaného miesta do hladiny tlaku
ovzdusia. Ich priebeh je vyznaceny na obrazku priamkami. Tlaky posobia proti sebe, preto
vysledny tlak je dany ich rozdielom, ktory je po celej stene omocenej z oboch stran konstantny

Ap=pgh
Po odkryti otvoru za¢ne kvapalina pretekat’ teoretickou vytokovou rychlost’ou
Vv, =4/2gh

Tento vyraz je formalne totozny s Torricelliho vyrazom. Pretoze tlakovy rozdiel je po celom
priereze ponoreného otvoru rovnaky, je vytokova rychlost’ vo vSetkych miestach rovnaka a
nezavisla na tvare otvoru S . Pre objemovy prietok preto plati rovnica

Q,=uSy2gh

9.4. Vytok pri sucasnom pritoku

Z otvorenej nadoby vyteka kvapalina (Q,) otvorom S, a sucasne priteka Q> pricom

Q, #Q,. Vytok pri 'ubovolnej vyske h hladiny je uréeny vztahom

Q, = #Sy/20h
Ak je Q, #Q, poloha hladiny sa v nadobe bude menit. Pokial' je Q) Q,, hladina stupa,
Vv opacnom pripade Q,,( Q, hladina klesa. Stiipanie, popripade klesanie hladiny trva tak dlho,

az sa dosiahne rovnovéha Q,, =Q,. Tomuto ustilenému stavu odpoveda vySka h,, a plati

Qpr=0Q,= ﬂSoVZQhk

Vysetrime zmenu polohy hladiny v zavislosti na case t. Predpoklada sa, Zze v rovnovaznom
stave v ¢ase t =0 je hladina vo vyske h,. Skokom sa zmeni prietok kvapaliny na hodnotu
Q,, =konst, napr. sa Q,, zvicsi. V Tubovolnom casovom okamZiku t sposobi rozdiel
pritekajticej a vytekajucej kvapaliny za elementarny ¢as dt zvyseni dh hladiny p, v nadobe s
prierezom S, :

dt — S,-dh S, -dh

T Qp-Q  uS,2g(h -vh)

Integraciou tejto rovnice sa stanovi €as, za ktory hladina stupne alebo klesne z pdvodnej
hodnoty h, na hodnotu h.
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Vo v8eobecnom pripade je potrebné tiez uvazit', ze S, = f(h) a Q,, = f(t):
J n vp

Hx

9.5. Vyprazdiovanie nadob

Ak do nadoby nepriteka kvapalina a teda Q,, = 0, hladina klesa, aZ sa nadoba vyprazdni (h =0
vp yp

. Cas potrebny k vyprazdneniu nadoby sa vypoéita z diferencialnej rovnice do ktorej sa dosadi
Q,, =0 alebo h, =0. Potom plati

S, -dh

4S,+/2gh

Z otvorenej nadoby s konStantnym prierezom S, sa ziska integraciou doba t potrebna k

dt=—

znizeniu hladiny P, Z vysky hy na h

_ ﬂS\/_gjh-V h—ﬂs\/_(\/_ Jn)

Pri Gplnom vyprazdneni nadoby je kone¢na vyska hladiny rovnd h=0 a potrebnd doba
vyprazdnenia nadoby sa Vypoéita Z0 vzorca
2Sh, Sh,
— 9 2_
/U S \/ 2gh, Quo Quo

kde V, je objem nadrze

Quo :ﬂ'sovz‘g'ho

je vytok na zaciatku vyprazdiiovania.

Vypocitana doba uplného vyprazdnenia nadoby pri mensich vyskach hladiny ho sa moze lisit
od skuto¢nej doby vyprazdnenia. To je sposobené kvalitativnymi zmenami vo vytoku kvapaliny
otvorom, lebo pri urcitej vyske hladiny nad otvorom vznikne nalevkovity vir.

9.6. Prepady

Prepad je V}’/tok nezaplnenym otvorom alebo otvorom s neuzavret}'/m obrysom. (ChybaI

v

Vyska hornej hladiny (pred prepadom) nad korunou prepadu je prepadova vyska h.



S prepadom sa stretdvame na priehradach, kde zaist'uju prepistanie pri maximalnych
prietokoch a udrzanie hladiny v nadrzi pod maximalnou uroviiou. Prepady maju vyznam
rovnako pre meranie vel’kych prietokov, napr. v laboratdriach.

Podrl'a polohy spodnej hladiny sa rozlisuju prepady dokonalé a nedokonalé. Dokonaly
prepad je taky, pri ktorom spodna hladina neovplyviiuje prietok prepadom. U dokonalého
prepadu je spodna hladina pod korunou prepadu. Nedokonaly prepad ma ovplyvneny prietok
spodnou hladinou, ktord je vyssie nez koruna prepadu. Prepadova stena moze byt pomerne
tenkd alebo hrub4, popripade so zaoblenim.

(3-10)h
Rl NS -
Ro -

Dokonaly a nedokonaly prepad

Prietok dokonalym prepadom s voI'nym priidom sa stanovi ako vytok vel’kym otvorom v stene
nadoby

Q, = 14/2g [b/h-dh

Tato rovnica je rovnica Dubuatova pre vSeobecny tvar prepadu. Sucinitel’ prepadu u je

obdobny vytokovému sucinitel’u. Je zavisly na prepadové vyske h a vlastnostiach prepadu,
tzn. u = u(Re, geom. tvar) .

P
e
Qv
]
/ v
H H H \_‘ -
Zavzdusnény prostor
Py I
Qv =|
\ V

|\

zavzdus$nény prostor \




Pre obdiZnikovy prepad so irkou koruny prepadu b, je prietok uréeny vzorcom pre vytok
vel’kym otvorom v stene nadoby. Ak sa dosadi h, =0 a h, =h, potom

Q, =2 ubhy/2gh

Pre prepad s ostrou hranou a pre volny prud, ktory je dobre zavzdusneny (vzduch ma pristup
pod prepadajuci prad), je stredna hodnota stcinitela prepadu gz = 0,65, pokial Sirka prepadu b
je rovna §irke celého kanalu b, .

prietoku sa vel'mi Casto pouziva prepad trojuholnikovy.






10. Cerpadla



