Zaklady statistiky pre pedagogov

7 ANALYZA ROZPTYLU

Analyza rozptylu je metdoda na porovnavanie priemerov
niekol’kych zakladnych suborov. Nazov ,,Analyza rozptylu*“ vyplyva zo
skuto¢nosti, Ze porovnavanie priemerov je zaloZzené na analyzovani
rozptylov. Analyzu rozptylu moéZzeme pouzit’ len vtedy, ak si splnené
nasledujice podmienky:

1. Vyberové subory pochadzaji zo zékladnych siborov s normalnymi
rozdeleniami.

2. Vyberové subory su navzajom nezavisle.

3. Rozptyly zékladnych stuborov sa rovnaju.

Ak porovnavané subory nemaji normalne rozdelenie, mdzeme
pouzit’ niektort z neparametrickych analogii analyzy rozptylu, napriklad
Kruskalov—Wallisov test resp. Friedmanov test. Tymito testami sa budeme
zaoberat’ v 8. kapitole.

Pozndmka. Ak by neboli splnené predpoklady pouzitia analyzy
rozptylu, ziskané vysledky by neboli vierohodné. Za urcitych okolnosti
vSak niektoré z uvedenych podmienok nemusia byt dodrzané. Napriklad
pri tzv. vyvdZenom modeli, o ktorom hovorime vtedy, ak vyberové siibory
maju rovnaké rozsahy, predpoklad o rovnakych rozptyloch nemusi byt
nutne splneny. V tomto pripade je vplyv rozdielnych rozptylov
minimalny. Predpoklad o rovnosti rozptylov je vSak ddlezity v pripade,
ked rozsahy vyberovych suborov su rozdielne (t.j. v pripade tzv.
nevyvazeného modelu). Nerovnaké rozptyly moézu zapri€init' vel'ké
skreslenie hodnoty testovacieho kritéria.

Povodné myslienky analyzy rozptylu rozvinul na zaciatku 20.
storofia R. A. Fisher. VicSina prvych prac ztejto oblasti sa zaoberala
vyhodnocovanim experimentov v pol'nohospodarstve. Sledoval sa vplyv
r6znych faktorov na udrodnost’ plodin. Vyhodnocovala sa napriklad
zavislost’ priemernej urody od pouzitého hnojiva. Je zrejmé, ze ak je
priemerna Urodnost’ pri pouZziti hnojiva rovnakd ako priemernd trodnost
dosiahnuté bez pouZzitia hnojiva, pouzité hnojivo nemé vplyv na drodnost’.
Ak je priemernd Urodnost’ rézna, pouzité hnojivo ma vplyv na Grodnost’.
Pouzité hnojivo je prikladom kvalitativnej premennej, ktord budeme
nazyvat’ faktor. Od urovni faktora moézu zéavisiet' hodnoty kvantitativnej
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Kapitola 7 Analyza rozptylu

premennej X (Grodnost). Hodnoty premennej X mozu zavisiet' aj od
d’al§ich faktorov. V pripade Urodnosti to moze byt typ pody, typ podnebia,
mnozstvo zrazok a pod. Podl'a toho, ¢i sledujeme vplyv jedného, dvoch
alebo viacerych faktorov, hovorime o jednofaktorovej, dvojfaktorovej
alebo viacfaktorovej analyze rozptylu.

7.1 Jednofaktorova analyza rozptylu

NajjednoduchSou formou analyzy rozptylu je jednofaktorova
analyza rozptylu. Pri jednofaktorovej analyze rozptylu budeme
predpokladat, Zze uroven strednych hodnot niekolkych zékladnych
suborov zavisi len od jedného faktora. Ak ma faktor k Grovni, hodnoty
pozorovaného znaku X roztriedime do k skupin — stborov. Hodnotu
pozorovaného znaku X pri i- tej Grovni faktora a pri j- tom pozorovani
oznafme x, apocet prvkov i- tej skupiny oznaCme n,, kde j=1.2,...,n,,

i=12,...k. Vysledky pozorovania mdézeme prehl'adne zapisat’ pomocou

tzv. tabulky jednoduchého triedenia analyzy rozptylu, ktorda ma vo
vSeobecnosti nasledujuici tvar:

Tabulka 7.1.
Skupina €. i
1 2 i k
X1 X21 Xil Xk1
X12 X X Xy
v Y2, Xjj Xk
xlnl x2n2 xini xknk
n 1, n; ny
Si=2x; | S.=2x, Si= 2% Si =2 %y
j=1 Jj=1 j=1 Jj=1
S S S. S
- _ 9 _ 9 - _ Vi - _ O
X =— 2 =T X, =— K=
n, n, n, n,
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Oznacme
k k n
symbolom S sucet vSetkych nameranych hodnét: S = ZSI. = szij ,
i=1 i=1 j=1
k
symbolom N pocet vSetkych nameranych hodnét: N = Z n;,
i=1
- o _ S
symbolom X celkovy priemer: x = N
7.1.1 Jednofaktorova analyza rozptylu pre vyvazeny model
Ak n, =n, =...=n, =n, hovorime o vyvaZenom modeli. Budeme

testovat’ hypotézu

H,: p, = p, =..= yu, oproti hypotéze H,:,nie vSetky x sarovnaju®.

Ako testovacie kritérium pouZijeme Statistiku F. Pre vypocet jej
hodnoty zostavime tzv. tabulku analyzy rozptylu pre vyvdzZeny pokus
(tabulka 7.2).

Tabulka 7.2.
Pocet Hodnota
Variabilita | stupiiov Sucet $tvorcov Rozptyl Statistiky
vol'nosti F
k n 5 S2
Celkove N-1 S. = szl] -
i=1 j=I1 N
k 2 S 2
_ Yk
Medzi S :le;_ S_ S}f: Sy F——2
skupinami | -1 Yo ~ ' N k-1 Sy
Rezidualna k n 1 & S
2 _ r
(vovnatri | N-k S,= szs - —ZSlz s, Nk
skupin) i=1j=1 =

Plati vztah: S, = S, + S,, ktory moze posluzit’ na kontrolu vypoctu.
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Testovanu hypotézu H, zamietame na hladine vyznamnosti o, ak
hodnota  testovacieho  kritéria F  prekro¢i  kriticki  hodnotu
F, (k=1 N-k). F,(k—1; N—k) st kritické hodnoty F- rozdelenia a st
uvedené v tabul’ke ¢. 12.5.

Ak zamietneme testovani hypotézu H,:p, = u, = ... = u,

v prospech alternativnej hypotézy H,, ktor4d znamend, Ze nie vSetky
stredné hodnoty su rovnaké, ostava nezodpovedana otazka, ktoré subory
maju Statisticky vyznamne odlisné stredné hodnoty.

V analyze rozptylu sa na zodpovedanie tejto otdzky da pouzit’
viacero testov, napriklad Duncanov, Tukeyho a Neményiho test.

V tejto Casti popiSeme Duncanov test. Duncanov test spociva
v porovnavani rozdielov aritmetickych priemerov jednotlivych vyberov

s kritickou hodnotou D, , , ktorti vypo¢itame podla vzt'ahu:

2

D,o= D, % =23k,
kde s’ je rezidualny rozptyl a D, je kriticka hodnota Duncanovho testu.
Pre dané p a pre rezidualny pocet stuptiov volnosti N — k ju najdeme
v tabul’ke ¢. 12.13. Cislo p uréime nasledujucim spdsobom. Priemery
usporiadame podla velkosti: ¥, >X;_; >...2X|. Potom p=m + 2, kde
m je pocet priemerov v uvedenej postupnosti medzi priemermi, ktorych
diferenciu testujeme. Napriklad, ak testujeme rozdiel X/ —Xj, potom
m =1 (medzi tymito priemermi sa nachddza jeden priemer X,), ateda
p=1+2=3,

Ak |x,-x,| >D

a j- teho suboru je signifikantna.

. « » diferencia medzi strednymi hodnotami i- teho

Priklad 7.1 Vramci pedagogického vyskumu treba porovnat
efektivnost’ troch vyucovacich metéd A, B aC. Preto bola nahodne
vybrand skupina 45 Ziakov rozdelena do troch skupin. V prvej skupine sa
ucebnd latka vyufovala metdédou A, v druhej metédou B av tretej
metddou C. Po oduceni uciva ziaci pisali kontrolnt pracu, vysledky ktorej
boli bodované. Pocty bodov spolu s d’al§imi pomocnymi vypoctami su
uvedené tabulke 7.3.
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Tabulka 7.3.
J 1.. 2.. 3._ Sudty
skupina | skupina | skupina
1 9 15 18
2 11 16 14
3 10 15 17
4 12 10 9
5 7 13 14
6 11 14 17 N=n, +n, +n,=
! 12 15 16| —15+15+15=45
8 10 7 15
9 13 13 16
10 11 15 8
11 13 15 14
12 11 14 10
13 10 11 16
14 12 15 15
15 13 10 17
15 3
Si=2x | 165 198 216 §=8,=579
J=1 i=1
X, 5,
i~ s 11 13,2 14,4
S? 3
l 27225 39204 46 656 ZS,-z =113 085
i=l
82 1 3 5
— 1815 2613.6 | 31104 —ZSI- =7539
15 155

Riesenie. Pozorovanym znakom X je vedomostnd drovenl ziakov.
Budeme predpokladat’, Zze namerané hodnoty s realizdciou troch
navzdjom nezavislych nahodnych vyberov zo zakladnych suborov, na

’ I ’ I . 2
ktorych mé& pozorovany znak X normélne rozdelenie N(y,,0,7),
2 2 W . . 7 7 7 4
N(u,,0,") resp. N(p;,0;"). p, oznacuje priemernu vedomostni troven

ziakov vyucovanych metédou A, g, oznacuje priemernu vedomostnu
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uroven ziakov vyufovanych metédou B a u; oznaCuje priemernu

vedomostnu uroven ziakov vyufovanych metodou C. Budeme testovat
hypotézu H : u,= 1, =, oproti alternativnej hypotéze H,: ,nie vSetky

M, sarovnaju“ za predpokladu rovnosti rozptylov 0'12 , 0'22 , 0'32 . Kedze
pre rozsahy n,,n,,n; vyberovych suborov plati n, =n, =n, =n=15,
pouzijeme jednofaktorovu analyzu rozptylu pre vyvazeny pokus.

Pocitajme:

15 15
X, =1853; > x;;, =2706; > xi, =3242;

J=1 J=1 J=1

3
> > x; = 1853+2706+3242=7801;

2 2
-2 —7801. 37
N

©
[

M-

M=

= 7801 - 7449,8 =351,2;

1<, S?
S,=—> 8- = =7539-7449,8=189,2;

154 " N
3 15 1 3
S,=> > x; -—>.8} = 7801-7539=262;
i=l j=1 153
S 89,2 S 262
sp=—t- =2 =446, si=—1— = =6,24.
k-1 2 N -k 42
Tabulka 7.4.
Pocet
Variabilita | stupfiov | Sucet Stvorcov Rozptyl Hodnota Statistiky F
volnosti
Celkove 44 351,2
Medzi 44.6
inami F=——=17]15
skupinami 2 89,2 44,6 6,24
Rezidualna
(vo vnutri 42 262 6,24
skupin)
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Tabul'ka 7.4 je vyslednou tabul'kou analyzy rozptylu. Pre zvolena
hladinu vyznamnosti « =0,05 ndjdeme v tabulke ¢. 12.5 prislusnu

kriticka hodnotu: F{ (kK -1, N —k)=F ;(2;42) = 3,22. Ked'Ze vypocitana
hodnota testovacieho kritéria F je véac¢Sia ako 3,22, testovanu hypotézu H

zamietame na hladine vyznamnosti o = 0,05. To znamena, Ze efektivnost’

vyucCovacich metdd A, B a C nie je rovnaka. V d’alSom nas bude zaujimat,
ktoré¢ metddy maja rozdielnu efektivnost. Na testovanie kontrastov
pouzijeme Duncanov test. Priemerné pocty bodov pre jednotlivé skupiny
usporiadame podl'a velkosti:

X =144; x,=132 % =11

2
= 92 <065,
n 15

V tabul’ke €. 12.13 vyhl'addme kritické hodnoty Duncanovho testu
Dy s pre dané p pri rezidualnom pocte stupfiov volnosti 45 -3 =42 a

zapiSeme ich do tabulky 7.5. V tabulke su zapisané aj vypocitané

prislusné kritické hodnoty D, ,, pomocou ktorych budeme testovat

Statistickd vyznamnost’ rozdielov medzi aritmetickymi priemermi.

Vypocitame

Tabulka 7.5.

2
S

P | Dys Dp,a: Dy 4s- j
2,857 1,84
3| 3,004 1,94

Testujme rozdiely:
Pre X, - X, dostavame:
p =3 Dp,a= 1,94. KedZe |x, - x| = 3,4 > 1,94, diferencia je
signifikantna.
Pre X, - X, dostdvame:
p =2 Dp,a= 1,84. Kedze |x, - x,| = 1,2 < 1,84, diferencia nie je
signifikantna.

174



Kapitola 7 Analyza rozptylu

Pre X, - X, dostavame:
p =2 D, .= 1,84. Kedze |x, - x| = 2,2 > 1,84, diferencia je
signifikantna.

Testovanim bolo ukazané, Ze vyucovacie metody B aC su
efektivnejSie ako metoda A.

7.1.2 Jednofaktorova analyza rozptylu pre nevyvazeny model

Ak st hodnoty pozorovaného znaku X roztriedené do k skupin
s nerovnakym poc¢tom pozorovani, hovorime o nevyvdzenom modeli.
Pocet pozorovani v kazdej skupine ozna¢ime n,, i =1,2,...,k . Pre celkovy
k
pocet pozorovani plati: N = Zni . Podobne ako pri vyvazenom modeli
i=1
testujeme hypotézu H: u, = p, = ...= pu, oproti hypotéze H,: ,nie
vSetky u, sarovnaju®.

Ako testovacie kritérium pouZzijeme Statistiku F. Pre vypocet jej
hodnoty zostavime tzv. tabulku analyzy rozptylu pre nevyvdiZeny pokus,
ktord mé vo vSeobecnosti nasledujtci tvar:

Tabulka 7.6.
bo Hodnota
Variabilita | stupiiov Sucet stvorcov Rozptyl Lo
vol'nosti Statistiky £
n; S2
Celkove | N-1 S, = zzx; -
i=1 j=1 N
kMPidZi i | k-1 S, = isf S R St
skupinami - = -t = h _Si
p g ‘_1 I’l N k _1 F 2
1= l Sr
k n s
Rezidualna S,': ZZXU - ) Sr
(vo vntri N-k i=l j=1 si=
skupin) Zk: 2 N -k
i=1 n,‘
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Celkovu variabilitu S_, ktord je vyjadrena celkovym suctom

Stvorcov odchylok, sme taktiez rozdelili na dve zlozky s, a S, . Plati

S. =5, *S,.

c
Testovant hypotézu H, zamietame na hladine vyznamnosti o, ak
hodnota testovacieho kritéria F' prekro¢i hodnotu F,(k—1;N—k), kde
F,(k—1;N—k) je kritickd hodnota F- rozdelenia. Pre zvolenu hladinu
vyznamnosti « a pocet stupniov volnosti (k—1;N —k) ju nijdeme v
tabulke €. 12.5.
Ak zamietneme testovani hypotézu H,:u, = u, = .= u,

v prospech alternativnej hypotézy H,, ktord znamenda, Ze nie vSetky
stredné hodnoty su rovnaké, budeme zistovat, ktoré subory maju
Statisticky vyznamne odli$né stredné hodnoty. PouZzijeme Duncanov test.
Testovanou hypotézou bude hypotéza H,, Ze rozdiely medzi strednymi

hodnotami i- teho a j- teho stboru nie su signifikantné. Testovacie
kritérium Duncanovho testu ma pre nevyvazeny model nasledujuci tvar:

%, -%,[-2
= , p=23,..k,

kde s’ je rezidudlny rozptyl.
Testovanu hypotézu H, zamietneme na hladine vyznamnosti «,
ak hodnota testovacieho kritéria D, prekro¢i hodnotu D, , kde D, je

kritickd hodnota Duncanovho testu. Pre dané p, zvolené o a pre
rezidudlny pocet stupiiov vol'nosti N — k& ju najdeme v tabulke ¢. 12.13.

Priklad 7.2 Boli pouzité tri vyu€ovacie metody A, B a C. Nahodne
bolo vybratych 30 Ziakov, ktorych sme rozdelili do troch skupin. V prvej
skupine bola pouzita metdda A, v druhej metéda B a v tretej metdda C. Po
oduceni uciva Ziaci pisali zévere€ny test, ktory bol hodnoteny bodmi.
PretoZe pocas experimentu 5 Ziakov ochorelo, zaverecny test pisalo len 25
Ziakov. Pocty bodov zo zaverecného testu spolu s d’alSimi pomocnymi
vypoctami su uvedené tabul’ke 7.7. Treba zistit’, ¢i vyucovacie metody A,
B a C st rovnako efektivne.
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Rie§enie. Pre rozsahy n,,n,,n, vyberovych suborov plati n, =7,
n, =10, n, =8. KedZe rozsahy vyberovych suborov nie si rovnaké, na
testovanie hypotézy H: u,= u,= u, oproti hypotéze H,: ,nie vSetky p,
sa rovnaju* pouzijeme jednofaktorovu analyzu rozptylu pre nevyvazeny
pokus. x, oznacuje priemernu vedomostnu Uroven Ziakov vyucovanych
metddou A, pu, oznaCuje priemernu vedomostni uroven Ziakov
vyuCovanych metédou B a x4, oznacuje priemerni vedomostnu urovefi
ziakov vyucovanych metddou C.

Tabulka 7.7.
Skupina €. i -
1 5 3 Sucty
15 21 19
15 20 20
12 20 21
12 21 19 | N=n +n,+n,=
12 20 21
12 20 21 7+10+8=25
13 20 21
20 19
20
21
nj 3
§; = leij 91 203 161 | S=).8;=455
J= i=1
_ S,
X = n_ 13 20,3 20,13 -
S? 3.
’ 8282 | 41209 | 25921 | D,S/=75412
i=1
S? 35?2
— 1183 | 41209 | 324012 | D = =8544,02
i i=1 1
Pocitajme:

7 10 8
doxi, =1195 Y x3, =4123; Y x;, =3247;

= = J=
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3
Z - = 1195+4123 +3 247 =8 565;

[:

||' MS

3 1 S?
S, = zzx; — =8565-8281=284;
=1 j=1 N
3 Sz S2
S,= D = - = =8544,02 - 8281 =263,02;
=1 N
3 3 2
S,= Y>> x; - >~ = 8565-8 544,02 =20,97;
i=l j=1 i=1 N
S
sp=—* = 20302 _ 13151
k-1 2
S
si=—r = 2097 _ 953,
N-k 22
Vysledky zapiSeme do vyslednej tabul’ky analyzy rozptylu:
Tabulka 7.8.
Pocet
Variabilita | stupniov | Sucet Stvorcov Rozptyl Hodnota Statistiky F
vol'nosti
Celkova 24 284
Medzi
skupinami | 2 263,02 131.51 F=137,99
Reziduélna
(vo vnutri 22 20,97 0,953
skupin)

Pre zvolenu hladinu vyznamnosti « = 0,05 najdeme v tabulke ¢
12.5 prislusna  kritickG hodnotu  F{ (k=1 N —k)=F, ,s(2; 22)=3,4.
Ked’Zze vypocitana hodnota testovacieho kritéria F' je vécSia ako kriticka
hodnota 3,4, testovanu hypotézu H, zamietame na hladine vyznamnosti
a =0,05. To znamend, ze efektivnost’ vyucovacich metdd A, B a C nie je
rovnaka.
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V dalSom nas bude zaujimat, ktoré metédy maju rozdielnu
efektivnost’. Na testovanie kontrastov pouzijeme Duncanov test.
Priemerné pocty bodov pre jednotlivé skupiny usporiadame podl'a
velkosti:
X, =20,3; X, =20,13; X, =13.

Najskor budeme testovat’ Statisticki vyznamnost’ rozdielu medzi
efektivnost'ou metéd A a B. Vypocitame hodnotu testovacieho kritéria:

. % - %,|-v2 _ [13-20,3]-12

DP
RIS \/(1+1j-0,953
no on,) 710

V tabul’ke €. 12.13 pre p = 1 + 2 = 3 a pre pocet stupniov volnosti
N — k = 22 vyhl'adame kriticki hodnotu Duncanovho testu D, ,; = 3,089.

Ked'ze ocitana hodnota testovacieho kritéria D je vidcSia ako kriticka
p

=21,46.

hodnota 3,089, rozdiel medzi efektivnostou vyucovacich metéd A a B je
signifikantny.

Podobne posudime rozdiel medzi efektivnostou metéd B a C.
Vypocitame D,= 0,533. Pre p =2 a pre pocet stupiiov volnosti N — k =

= 22 vyhladame v tabulke ¢.12.13 prislusna kritickdi hodnotu D, =
= 2,93. KedZe vypocitana hodnota testovacieho kritéria D, je mensSia ako

2,93, rozdiel medzi efektivnostou vyucovacich metéd B aC nie je
signifikantny.

Nakoniec porovname efektivnost metdd A aC. Vypocitame
hodnotu testovacieho kritéria D, = 19,952. V tabulke ¢.12.13 prep =2 a
pre pocet stupniov volnosti N — k = 22 vyhladame prislusna kriticka
hodnotu D, ,s= 2,93. Ked'Ze vypocCitana hodnota testovacieho kritéria

D, je vicsia ako kritickd hodnota 2,93, rozdiel medzi efektivnost'ou

vyucovacich metdd A a C je signifikantny.
Testovanim bolo preukdzané, Ze vyucovacie metody B a C su
efektivnejSie ako metdda A.
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