Regresna a korelacha analyza
(RaKA) resp. Korelacny pocet



Skiumanie vzt’ahov medzi kvalitativnymi znakmi, napr. A<B , nazyme
meranie asociacie

skumanie vzahov medzi kvantitativhymi Statistickymi znakmi -
regresnd a korelacna analyza

Skumanie vzt'ahov medzi vyslednym kvalitativhym znakom a
kvantitativnymi znakmi logisticka regresia

Skumanie vzt’ahov medzi vyslednym kvantitativnym znakom a
kvalitativnymi znakmi AR-analyza rozptylu

Skumanie zavislosti medzi vyslednym kvantitativnym znakom a
znakmi kvantitativnymi a kvalitativnymi analyza kovariancie
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Vieme uz ako analyzovat rozdelenie premennych, testovat’
hypotézy, pocitat’ intervaly spolahlivosti a podobne.

Zatial sme sa ale venovali len jednotlivym hromadnym javom
separatne, no v skutoCnosti hromadné javy neexistuju
oddelene. Kazdy jav je vysledkom spolupdsobenia inych
javov. Pricom charakter a vyznamnost vzajomneho posobenia
medzi javmi mozu byt rézne.

Predmetom skiumania v statistike su pricinné (kauzalne)
zavislosti, ked jeden jav alebo skupina javov (pricina)
vyvolava iny jav alebo skupinu javov (ucinok) takou
zavislostou je napr. vztah medzi spotrebou paliva a
rychlostou.



Typy zavislosti




— pricinné
* ak jeden jav, alebo skupina javov (priCina) vyvolava
iny jav alebo skupinu javov (UCinok)
— jednostranné - ucinok nepdésobi spatne na pricinu
— obojstranné- ucinok a priCina na seba trvalé vzajomne
posobia
— zdruzené
* nie su to pricinné zavislosti
— urcCitej hodnote, obmene jedného javu spravidla
zodpoveda urcita hodnota, obmena in€ho javu
— diZka ramien - vy3ka jednotlivca
— zdanlivé
 vztah medzi urcCitymi javmi nie je désledkom ich
vzajomnej pricinnej suvislosti
— je vysledkom p6ésobenia dalSieho javu alebo javov
— napr. vydavky na ovocie a vydavky na obuv



Pri regresenej a korele¢nej analyze

« skumanie pri¢innej - kauzalnej zavislosti,
skiimanie vztahov medzi pri¢inou a u¢inkom

 Kedy jeden resp viac javov (znakov, nezavisle
prememnnych veli¢in ) vyvolava Gc¢inok - vysledny jav -
zavisle prememnnu veli¢inu

Y = f (X Xpeeewe X¢,By, By By) +e

Zavislé . . .
, . . ax Nezname Nahodne,
premenna Nezavisle arametre v g ,
, v , me nespecifikovane
- ucinok premenne unkéného vol
veliciny vzt'ahu PyVy
- priciny

Hovorime tiez o Statistickej alebo volnej zavislosti



Priklady Statistickej - voP’nej -zavislosti

* Skuamanie zavislosti spotreby bravcového miasa od prijmu,
ceny masa bravcového ceny mésa hoviadzieho a hydiny a od
tradicie, resp. d’alSich nespecifikovanych, ¢i nahodnych
vplyvov.

« Skumanie pridanej hodnoty resp. HDP od vstupov: prace a
kapitalu....

« Skumanie zavislosti vyzivy obyvatel’stva od stupna
ekonomického rozvoja krajiny....



Opakom Statistickej zavislosti je funkCna
zavislost’

Y = f(Xy Xpeeeens X sBg » B yerers By)

kedy je zavisle prememnna veliCina jednoznacne
urcena funkénym vzt'ahom,

priklady z fyziky, chemie - takyto druh vztahov nie je
predmetom Statistickeého skiimania



Regresna a korelacna analyza (RaKA)

Dve zakladné ulohy RaKA:

— regresna Uloha (RU) jej podstatou je
najst’ funkény vzt'ah podl'a ktorého sa meni zavislé premenna so

zmenou nezavisle premennych - najst’ vhodnu regresnu
funkciu.Sucasne je potrebné odhadnut’ parametre regresne;j

funkcie.

— korela¢na uloha (KU)- merat’ tesnost - Silu skiimanej
zavislosti.
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« Korelacna uloha

— umoznuje kvantifikovat' silu
linearnej zavislosti

— vypoveda len o tom, ze nejaky typ
zavislosti medzi premennymi existuje

— nedefinuje jeho presnu podobu

 Regresna uloha

— popisuje tvar zavislosti medzi
premennymi

— poskytuje odpovede na
komplexné otazky
0 vzajomnom vplyve premennych
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 Regresna analyza
— umoznuje popisat’ vztah medzi dvomi alebo viacerymi premennymi
— ciel regresnej analyzy

« vysvetlit’ adekvatnu ¢ast’ variability primarnej premennej

pomocou jej vztahu s jednou alebo viacerymi sekundarnymi
premennymi

« odhadnut’ hodnoty primarnej premennej pri konkrétnych
hodnotach sekundarnych premennych

— typy premennych v regresnej analyze
e zavislé premenné

— su v centre pozornosti, pretoze ich variabilitu sa snazime
vysvetlit’

— tzv. vysvetlfované premenné, endogénne premenné
* nezavislé premenné

— suU premenné, ktoré pouzivame na vysvetlenie zmien v
hodnotach zavisle] premennej, exogénne premenne

— predpokladame, ze ich hodnoty sa nemenia
— tzv. vysvetfujuce premenné alebo tiez regresory

12



* typy regresnej analyzy podla poctu premennych
 jednoducha regresia
— ak popisujeme zavislost jednej kvantitativnej zavisle] premenne;
od jednej kvantitativnej nezavisle premennej
* viachasobna regresia
— ak popisujeme zavislost jednej kvantitativnej zavislej premennej
od viacerych kvantitativnych nezavislych premennych
* viacrozmerna regresia

— ak popisujeme zavislost viacerych kvantitativnych zavisle
premennych od viacerych kvantitativnych nezavisle premennych
pomaocou viacerych rovnic

— typy regresnej analyzy podfla typu zavislosti
* linearna regresia
— ak popisujeme zavislost premennych pomocou priamky
* nelinearna regresia

— ak popisujeme zavislost premennych pomocou inej krivky ako
priamka

* logisticka regresia

— ak popisujeme zavislost diskrétnej alebo kvalitativnej zavisle
premennej od jednej alebo viacerych kvantitativnych nezavisle
premennych 13



Na preskimanie a popisanie zavislosti medzi kvantitativnymi
znakmi samozrejme potrebujeme konkrétne nastroje.
Mozeme ich rozdelit’ do dvoch skupin:

egrafické — na Gvodné preskimanie
eStatistické — na popisanie sily a tvaru zavislosti

Zakladnym grafickym nastrojom je bodovy graf, v ktorom na os x
a y nanesieme hodnoty jednotlivych premennych, ktorych zavislost’
chceme analyzovat.

Bodovy graf slazi na:

e(lvodne preskimanie vztahov medzi dvomi premennymi
eurcenie extrémnych alebo typickych hodnot
eurcenie mozného tvaru zavislosti

eporovnanie a prezentaciu vysledkov analyzy
14
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vztah moino
popisat’ priamkou

vztah moino
popisat’ krivkou

vzt'ah moino

popisat’ polynomom

medzi premnnymi

neexistuje jasny vztah

N

Presnt odpoved’
poskytne vypocet
korelacnych statistik
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Bodovy graf je dolezitym nastroj uz v prvej faze analyzy zavislosti medzi dvomi
premennymi. Umoznuje totiz:

ezistit’, Ci zavislost’ existuje

ezistit’, aky charakter ma zavislost’ — aky tvar ma zavislost’

Vyssie sU uvedené priklady, ako moéze vyzerat bodovy graf pre rozne typy
pri¢innych zavislosti

1.Zavislost medzi premennymi existuje a mdézeme ju pravdepodobne popisat
pomocou priamky

2.EXxistuje zavislost’, ktord mozno popisat’ pomocou krivky — kvadratickej funkcie
3.Medzi premennymi existuje cyklicka — sezonna zavislost’

4.Medzi premennymi neexistuje jednoznac¢na jasna zavislost'.

Bodové grafy nam vZdy sluZia na ziskanie zakladnej predstavy.
KaZdy analytik vSak v grafe moZe vidiet’ nieco Iné. Presné
potvrdenie nasich domnienok nam poskytnu aZ exaktné statisticke
nastroje.
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Po uvodnom grafickom preskimani nastupuje faza hl'adania
presnych statistik, ktoré potvrdia odhady z grafov. Pre tieto tucely
pouzivame Statistické nastroje korelacnej analyzy.

Korela€né Statistiky zistuju €¢i medzi premennymi existuje korelacia aka je sila

korelacie. Korelaciou nazyvame vzajomny linearny vzt'ah — zavislost’ dvoch
premennych. Tento vztah méze byt

priamy — s rastucimi hodnotami jednej premennej rastu aj hodnoty druhej
premennej

nepriamy — s rastducimi hodnotami jednej premennej klesaju hodnoty druhej
premennej

Ak medzi hodnotami dvoch premennych neexistuje ani priama ani nepriama
linearna zavislost, hovorime, Ze su nekorelované.

%
iy :
##
# *
)
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PRIAMA NEKORELOVANE NEPRIAMA 18



Aké statistiky meraju linearnu zavislost™?

Prvou mierou, ktoru pouzivame, aby sme potvrdili alebo vyvratili existenciu
linearnej zavislosti (korelacie) je kovariancia.
Kovariania sa vypo¢ita ako:

COV XY = %Z(Xi — >_<j (yi - g’j

Z0 spOsobu vypoctu mozno odvodit, kedy potvrdzuje existenciu pozitivnej,
negativnej korelacie a kedy nekorelovanosti.

Ak kovariancia potvrdi neexistenciu linearneho vzt'ahu, medzi premennymi moze
existovat’ nelinearny vztah.

Ak Kkovariancia potvrdi existenciu linearneho vztahu, mézeme merat’ jeho
Intenzitu

ecov Xy =0, medzi premennymi nie je linearny vztah
ecoV Xy > 0, medzi premennymi je priamy linearny vztah

e coV Xy < 0, medzi premennymi je nepriamy linearny vztah

19



Jednoducha linearna regresna a
korelacna analyza

20



« UvaZujme Sstatisticky znak X a Y, medzi ktorymi je v
zakladnom subore linearna zavislost’

Y=B,+B; X+e
bodovym odhadom tejto regresnej funkcie je priamka

y =bg+tb X +¢ ,

ktorej koeficienty vypocCitame z vyberovych udajov

Akud metodu pouzit ??7?

21



o Zavislost' v ZS

Stredné hodnoty
zavislej premennej

v ZS lezia na priamke,
ktoru sa snazime

odhadnut’
P
/ Kazdej hodnote X
zodpovedaju rbzne
hodnoty Y.
- Moézeme vypocitat’

=~ » strednd hodnotu Y =p,
pre dané X.

Vzt'ah medzi premennymi

nie je funkéne linearny.

Hodnoty (x,y) nelezia

na priamke, ale maju

tendenciu ju vytvarat'

Je to Statisticka linearna zavislost’

22



Popis zavislosti v ZS

rovnica modelu Y=B,+PX+e

kde

Y je zavisle premenna

X je nezavisle premenna

Bo je parameter modelu tzv. lokujuca konstanta ktora vyjadruje aku
hodnotu nadobudne premenna Y, ak premenna X bude mat hodnotu O

Bq je parameter modelu tzv. regresny koeficient, ktory vyjadruje sklon

regresnej priamky.
Udava o kofko jednotiek sa zmeni Y, ak sa X zmeni o jednotku.

Zavisle premenna

1 jednotka

23
Nezavisle premenna



Vysledok
poboc

Zakladny subor Vyberovy subor

=
°>U
g
,k 23
I Pocet zrusenych zmlav PocCet zruSsenych zmliv
= Po + P AR Y = b, + b,X
= Bo + BX B
Hy 0 1
\ Y = est(y) _/
b, = est (B,)
b, = est(B,)
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Zavisle premenna

Metéda najmensich stvorcov
metdda odhadu regresného modelu
odhad MNS minimalizuje sumu $tvorcov rezidualnych odchylok
= rozdielov medzi skutoénou hodnotou a odhadnutou priamkou
priamka odhadnuta MNS je ku v8etkym skuto&nym hodnotam tak blizko ako
salen da

Z(Y-Q)2= min

Nezavisle premenna

Vypocitané hodnoty — vyrovnané -- pomocou modelu budeme oznacovat

Y=y

25



Korelacha uloha korelacneho poctu

Skumat tesnost’ - silu - zavislosti

K tomu sluzia miery tesnosti zavislosti
pozadujeme, aby sa pohybovali v pevne
ohraniCanom intervale,

a aby vramci intervalu rastli s vyssiou silou
zavislosti

26



Korelaéna analyza predstavuje suhrn metdd a postupov, pomocou ktorych overujeme
vypovedaciu schopnost kvantifikovanych regresnych modelov ako celku aj jeho Casti.
Overovanie vypovedacej schopnosti kvantifikovanych regresnych modelov vedie

k vypocCtu Ciselnych charakteristik, ktoré v koncentrovanej forme popisuju kvalitu
vypocitanych modelov.

Na zmeranie intenzity alebo tiez stupna linearnej zavislosti medzi dvomi
premennymi pouzivame koeficient korelacie. NajCastejSie sa pouziva tzv. Pearsonov
koeficient korelacie. Hodnoty koeficienta korelacie su: z intervalu —1 az 1

blizSie k jednej z hranic, ak medzi premennymi je vysoky stupen linearnej zavislosti
blizke 0, ak medzi premennymi nie je linearna zavislost’ blizke 1, ak medzi
premennymi je silna pozitivna linearna zavislost blizke -1, ak medzi premennymi je
silna negativna zavislost’

Pearsonov koeficient korelacie vypocCitame podfa vzorca:

COV XYy
SX.Sy
Silna Silna
nmnegatbwna slaba pozitbDwvna

| ) ) ;

HKoseficient korelaci=

27



Je zrejme, Ze vSeobecne plati vzt'ah
C=V+N
n Ry |
C= Z (y I y) je celkovy sucet Stvorcov odchylok
j=I

V= (y I y)2 je vysvetleny sucet Stvorcov odchylok

N = Z(yj — y; )2 je nevysvetleny (rezidualny)
j=n sucet Stvorcov odchylok.

28



koeficient korelacie ryx
- |_—2
jZzll(y,- Y) v
ryx — - — — E
> (Y, - V)
]=1

Koeficient determinacie r,,”

L \2

, ZZC;Nzl_Ezl_;(yJ_yj)
yX n

- - Z(yJ_V)Z
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Koeficient determinacie moze nadobudat’ hodnoty z intervalu 0 az 1,
¢im viac sa hodnota koeficienta blizi k jednotke, tym véacsia cast’
celkovej variability je modelom vysvetlena a naopak, ak sa koeficient
determinacie blizi k nule, tym mensia cast’ celkovej variability je
modelom vysvetlena.

Koeficient determinécie sa bezne pouziva ako Kkritéerium pri
rozhodovani o vol'be konkrétneho tvaru regresnej funkcie. Ak vsak
maju regresne funkcie rézny pocet parametrov je potrebné upravit
koeficient determinacie do korigovanej podoby v tvare:

n=D> (v, — )

(n—p)> (v, —3)

=
|

or

30



Variabilita

Vysvetlena

Nevysvetle
na

Celkova

Sucet

stvorcov Stl,J pn e_
odchylok volnosti
- )
;o
v :Z(yj B y) p—1
j=1
5]
2=y, n—p

Rozptyl
f:li
y p _1
52 =2
n—p

prof.Ing. Zlata Sojkovéa, CSc.

F test
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Testovacie kritérium v tabulke je mozné vyuzit k
suCasnemu  testovaniu  vyznamnosti  celého
regresneého modelu, indexu determinacie aj indexu
korelacie. VypocCitanu hodnotu F testu porovhavame
s kvantilom F rozdelenia a p-1 a n — p stupnov
volnostifj(p-1),(n-p)]
ak F povazujeme regresny model za
nevyznamny, podobne aj index determinacie a index
koreladkel(p-1).(n-p)

ak F > povazujeme regresny
model za statisticky vyznamny, podobne aj index
determinacie a index korelacie

prof.Ing. Zlata Sojkova, CSc. 32



Nedostatky mier kvality odhadu

Y
13-

10+
Y=3+0,5X

R2= 0,67

é | | | X
10 15 20

Odhadnuty spravny model

Predstavme si, ze pre data v grafe sme odhadli regresnu priamku, ako je
uvedena vedla grafu. Koeficient determinacie bude 67%. Ak zobrazime data
zistime, ze mbzeme byt spokojny, pretoze zavislost' je skutoCne linearna.
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5 10 15 20

Odhadnuty nespravny model

Rovnaky model a koeficient determinacie méze dostat’ aj pre data zobrazené v
grafe. V takomto pripade, ale s modelom nemézeme byt spokojny, pretoze
zavislost nie je linearna.
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g | | | X
10 15 20

Model s extréemnou hodnotou

V hore uvedenom grafe mame dalSi pripad, ked vypocCitame rovnaku priamku a;
rovnaky koeficient determinacie. Problém je vSak v tom, Ze ich odhad je

ovplyvneny jednou extrémnou hodnotou , ktora meni sklon priamky aj hodnotu
koeficienta determinacie.
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Y=3+0,5X
R2=0,67

| | | | X
5 10 15 20

Model s rozhodujicim
pozorovanim

V poslednom grafe ma jedno pozorovanie rozhodujuci vplyv na zistenie
vyznamnej linearnej zavislosti. Vedie k dramatickym zmenam v odhade linearne;

regresie, ktora by bez neho bola nevyznamna.
36



Nedostatky mier kvality odhadu

klasické miery kvality odhadu nestacia
na odhalenie porusenia
predpokladov regresnej analyzy

Posudzovat’ kvalitu modelu v oblasti splnenia predpokladov len na zaklade mier
ako je koeficient determinacie a jemu podobnym méze byt zavadzajuce. Pre
posudenie splnenia predpokladov je potrebné pouzit Specialne nastroje.
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Rezidualne odchylky

reridualna
odchylka e,

sU zakladom pre hodnotenie

preto hovorime
o tzv. analyze rezidualov

38



Po odhade modelu je dbleZité overit platnost’ predpokladov MNS pomocou
analyzy rezidualov v regresnom modeli

erczidudl je rozdiel medzi skuto¢nou a odhadnutou hodnotu (ziskanou
dosadenim X do rovnice regresnej priamky

erczidudlne odchylky musia byt ndhodné

epouzijeme grafické zobrazenie

ebodovy graf rezidualov vs. predikovanych hodnét

ebodovy graf rezidualov vs. nezavisla premenna

erezidualne odchylky musia byt ndhodne rozptylené okolo nuly

ov grafe nesmie byt’ Ziadny naznak potencialneho trendu alebo vzoru vyvoja

erezidualne odchylky mozno ohrani¢it’ dvomi priamkami rovnobeznymi

S X-0vOu osou
39



Typy rezidualov

4 jednoduché rezidualy e
+ s odhadom neznamej nahodnej zlozky e, = est(& )

+ studentizované rezidualy

4 SU yypocitané z jednoduchych rezidualoy
vydelenim standardnou odchylkou rezidualoy

+ parcialne studentizované rezidualy
4 SU vypoéitané rovnako ako studentizované

rezidualy ale po vyluéeni
i-teho pozorovania z odhadu regresie

40



Overenie kvality modelu

» Testovanie vyznamnosti modelu ako celku

—rozklad variability

» celkova variabilita

— na kolko sa odchyluju konkrétne hodnoty premennej Y od
celkoveho priemeru

* vysvetlena variabilita

— na kolko sa odchyluju hodnoty na regresnej priamky od
celkoveho priemeru

* nevysvetlena variabilita

— na kolko sa odchyluju skutoCné hodnoty premennej Y od
hodno6t odhadnutych regresnou priamkou

— Cim vacsia je vysvetlena variabilita v porovnani s
nevysvetlenou variabilitou, tym lepsie odhadnuta
priamka modeluje zavislost
premennych

41



Variabilita

Vysvetlena

Nevysvetlena

Celkova

Sucet
Stvorcov
odchylok

Stupne
vol’nosti

V:Zn:(y;- -if p—1

J=1

Rozptyl
5’ :—V
y p_l
P p——.

n—p

F test
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Posudenie kvality vyrovnania
— R?-koeficient determinacie
* rovnako ako pri jednoduchom modeli
* je logicke, ze Cim viac nezavislych premennych pouzijeme, tym
presnejSie vyjadrime variabilitu zavislej premenne;

— preto, ak chceme dosiahnut kompromis medzi kvalitou
vyrovnania a jednoduchostou modelu, musime pocCet
regresorov korigovat

— R?,4. - upraveny koeficient determinacie

R, =1-| . (1-R?)
n-p-1
» obsahuje korekciu pre pocCet vysvetlujucich premennych
— s pridavanim premennych do modelu sa vyraznejSie nemeni
— maximalne nadobuda hodnotu 1
— mobze mat aj zapornu hodnotu
— vyrazny rozdiel medzi R? a R?,; Indikuje, Ze do modelu bolo
zahrnutych prilis vela premennych
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