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Predhovor

U£ebnica je ur£ená ²tudentom bakalárskeho ²tudijného programu Obnovite©né zdroje energie
a udrºate©ná energetika. Pokrýva obsah predmetu Prúdenie kvapalín a plynov a pripravuje
²tudenta na nadväzujúce predmety zamerané na prenos tepla, hydraulické a tepelné stroje,
vodnú a veternú energetiku, tepelné siete a numerické modelovanie prúdenia.

Mechanika tekutín sa v klasických u£ebniciach [1�5] vykladá prevaºne z poh©adu strojárstva
alebo stavebníctva. V tejto knihe sa sústredíme na otázky, ktoré energetik v praxi rie²i
naj£astej²ie:

� ko©ko energie treba na to, aby tekutina prúdila daným systémom,

� ko©ko energie moºno z prúdiacej tekutiny získa´,

� ako ovplyvnia vlastnosti média, geometria a spôsob regulácie ú£innos´ celého zariadenia.

�truktúra u£ebnice

U£ebnica má ²tyri £asti. Prvá £as´ (kap. 1 aº 3) zavádza pojem tekutiny, jej fyzikálne vlastnosti
a hydrostatiku. Druhá £as´ (kap. 4 aº 7) buduje tri bilan£né zákony � zachovania hmotnosti,
energie a hybnosti �, ktoré tvoria jadro celého predmetu. Tretia £as´ (kap. 8 aº 12) sa venuje
reálnym tekutinám, turbulencii a výpo£tu tlakových strát v potrubiach a sie´ach. �tvrtá £as´
(kap. 13 aº 15) aplikuje získané poznatky na £erpadlá, vodné turbíny, prúdenie plynov a
ventilátory. Kapitoly nadväzujú v poradí, v akom sú zaradené; kapitoly ²tvrtej £asti moºno pri
obmedzenom rozsahu predmetu prebera´ aj selektívne.

Ako pracova´ s u£ebnicou

Kaºdá kapitola sa za£ína rám£ekom Výstup kapitoly. Uvádza, £o má ²tudent po pre²tudovaní
kapitoly vedie´ urobi´. V texte sú zaradené tieto typy rám£ekov:

� Príklad � rie²ený výpo£tový príklad s komentárom postupu,

� Aplikácia v OZE � prepojenie látky s konkrétnym zariadením obnovite©nej energetiky,

� Na zamyslenie � motiva£ná otázka, na ktorú odpovedá ¤al²í text,

� Pozor � £astá chyba � typické omyly pri výpo£toch a interpretácii,

� Projektová úloha � rozsiahlej²ie zadanie na samostatnú prácu alebo prácu v tíme.

Na konci kapitoly je zhrnutie, kontrolné otázky a úlohy na precvi£enie s výsledkami.
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iv Predhovor

Veli£iny sa zapisujú v sústave SI. Desatinnou zna£kou je £iarka. Zoznam pouºitých symbolov
obsahuje príl. A. Tabu©ky fyzikálnych vlastností vody, vzduchu a teplonosných kvapalín sú v
príl. B. Odkazy na literatúru sa uvádzajú v hranatých zátvorkách, napr. [1], a úplný zoznam
literatúry je na konci knihy.

Vä£²ina výpo£tových príkladov sa dá rie²i´ kalkula£kou. Pri itera£ných úlohách (Colebrookova
rovnica, potrubné siete, pracovné body strojov) odporú£ame tabu©kový procesor alebo jazyk
Python; ukáºka rie²enia siete je v kap. 12. Skripty, ktorými boli vypo£ítané údaje pre grafy, sú
k dispozícii spolu so zdrojovými súbormi u£ebnice.

Autor
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Kapitola 1

Úvod do prúdenia kvapalín a plynov

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent dokáºe identi�kova´ úlohu mechaniky tekutín v
energetickom systéme a zostavi´ prvý jednoduchý fyzikálny model: vymedzi´ systém alebo
kontrolný objem, pomenova´ potrebné veli£iny, zvoli´ zjednodu²ujúce predpoklady a overi´
výsledok odhadom rádu veli£ín.

K©ú£ové pojmy

tekutina, kvapalina, plyn, hypotéza kontinua, systém, kontrolný objem, hranica systému,
pole veli£iny, ustálený a neustálený dej, jednorozmerný model, hydraulický výkon, pomocné
energie

Takmer kaºdé zariadenie na vyuºívanie obnovite©ných zdrojov energie pracuje s prúdiacou
tekutinou. V slne£nom kolektore prúdi teplonosná kvapalina, ktorá odvádza teplo z absorbéra.
Vodná turbína premie¬a energiu vody na mechanickú prácu. Listy veternej turbíny sú obtekané
vzduchom. Tepelné £erpadlo odoberá teplo z pôdy prostredníctvom nemrznúcej zmesi a
odovzdáva ho vode vo vykurovacom systéme. Bioplynová stanica pracuje s plynom, ktorý treba
dopravi´, vy£isti´ a spáli´.

V týchto zariadeniach má mechanika tekutín dve úlohy. Popisuje premenu energie, napríklad v
turbíne alebo v rotore veternej elektrárne. Ur£uje aj energiu, ktorú treba vynaloºi´ na dopravu
tekutiny, teda príkon £erpadiel a ventilátorov. Druhá úloha sa na prvý poh©ad zdá menej dôleºitá,
v praxi v²ak £asto rozhoduje o tom, £i je zariadenie ekonomicky a energeticky výhodné.

Na zamyslenie

Solárny termický systém rodinného domu dodá po£as slne£ného d¬a nieko©ko kilowattov
tepla. Obehové £erpadlo má príkon len nieko©ko desiatok wattov. Oplatí sa vôbec zaobera´
prúdením v takomto okruhu? A £o sa stane, ak projektant zvolí o jednu dimenziu men²ie
potrubie alebo príli² vysokú koncentráciu glykolu?

Kapitola nemá za cie© odvodzova´ rovnice. Tie sú obsahom ¤al²ích kapitol. Chceme vytvori´
spolo£ný jazyk : pojmy, veli£iny a postup, ktorý budeme v celej knihe opakovane pouºíva´.
Podrobnej²í výklad základných pojmov nájde £itate© v u£ebniciach [1, 2, 4, 5].
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4 KAPITOLA 1. ÚVOD DO PRÚDENIA KVAPALÍN A PLYNOV

1.1 Tekutiny v energetických systémoch

Energetický systém je súbor zariadení, ktoré energiu získavajú, premie¬ajú, dopravujú,
uchovávajú a odovzdávajú spotrebite©ovi. Tekutina v ¬om môºe ma´ tri odli²né úlohy:

1. Nosi£ energie (teplonosné médium). Tekutina prená²a teplo z miesta zisku na miesto
spotreby. Príkladmi sú voda v tepelnej sieti, zmes vody a glykolu v solárnom okruhu a
vzduch vo vzduchotechnike. Prenesený tepelný tok závisí od hmotnostného prietoku ṁ a
od rozdielu teplôt ∆T medzi prívodom a spiato£kou:

Q̇t = ṁ cp∆T. (1.1)

2. Zdroj mechanickej energie. Energia prúdiacej vody alebo vzduchu sa v turbíne
premie¬a na mechanickú prácu a potom na elektrinu. Príkladom je vodná a veterná
elektráre¬.

3. Pracovná látka tepelného obehu. Tekutina mení skupenstvo a vykonáva termodynamický
obeh. Príkladmi sú chladivo v tepelnom £erpadle a vodná para v parnom obehu biomasovej
teplárne.

Vo v²etkých troch prípadoch treba tekutinu dopravi´. Pri prúdení reálnej tekutiny sa £as´
mechanickej energie nevratne mení na teplo (kap. 8). Túto stratu musí nahradi´ £erpadlo alebo
ventilátor. Potrebný hydraulický výkon je sú£inom objemového prietoku Q a tlakového rozdielu
∆p, ktorý musí stroj vytvori´:

Ph = Q∆p. (1.2)

Elektrický príkon je vä£²í, pretoºe £erpadlo, motor a meni£ majú ú£innos´ men²iu ako 1:

Pel =
Q∆p

ηc
, ηc = η£ ηmot ηm. (1.3)

Vz´ahy (1.2) a (1.3) podrobne odvodíme v kap. 6 a 13. Na tomto mieste sta£í vedie´, ºe spájajú
hydrauliku (prietok a tlakovú stratu) s energetikou (spotrebou elektriny).

Na obr. 1.1 je schéma solárneho termického okruhu na prípravu teplej vody [6]. �ísla v krúºkoch
ozna£ujú miesta, kde projektant potrebuje poznatky z mechaniky tekutín.

Príklad 1.1 � Prietok a príkon £erpadla v solárnom okruhu

Kolektorové pole odovzdáva teplonosnej kvapaline uºito£ný tepelný tok Q̇t = 10 kW.
Teplonosnou kvapalinou je zmes vody a propylénglykolu s hustotou ρ = 1040 kg/m3 a
mernou tepelnou kapacitou cp = 3,8 kJ/(kg ·K). Rozdiel teplôt medzi výstupom a vstupom
kolektora je ∆T = 8K. Celková tlaková strata okruhu je ∆p = 40 kPa a celková ú£innos´
£erpadla aj s motorom je ηc = 0,25. Ur£te objemový prietok a elektrický príkon £erpadla.
Porovnajte príkon £erpadla s dodávaným teplom.
Rie²enie. Z rovnice (1.1) vypo£ítame hmotnostný prietok:

ṁ =
Q̇t

cp∆T
=

10 000

3 800 · 8
= 0,329 kg/s.

Objemový prietok je

Q =
ṁ

ρ
=

0,329

1040
= 3,16 · 10−4m3/s ≈ 1,14m3/h.



1.2. KVAPALINY A PLYNY AKO PRACOVNÉ MÉDIÁ 5

Hydraulický a elektrický výkon vypo£ítame pod©a (1.2) a (1.3):

Ph = Q∆p = 3,16 · 10−4 · 40 000 = 12,7W, Pel =
Ph

ηc
=

12,7

0,25
≈ 51W.

Pomer dodaného tepla a spotrebovanej elektriny je 10 000/51 ≈ 200. Na prvý poh©ad je
spotreba £erpadla zanedbate©ná. �erpadlo v²ak beºí aj pri slabom slne£nom ºiarení, ke¤
kolektor dodáva ove©a menej tepla. Elektrina má navy²e vy²²iu �hodnotu� ako nízkoteplotné
teplo. V odd. 1.9 ukáºeme, ºe pri nevhodne navrhnutom potrubí môºe príkon £erpadla
stúpnu´ nieko©konásobne. ■

kolektorové pole zásobník
teplej vody

£erpadlo
expanzná
nádoba

teplá
voda

studená
voda

1

2

3 4

5

6

Obr. 1.1. Solárny termický okruh na prípravu teplej vody. Miesta, kde vstupuje mechanika tekutín: (1)
rozdelenie prietoku medzi rúrky absorbéra a tlaková strata kolektora [7], (2) tlakové straty v
potrubí a armatúrach (kap. 10 a 11), (3) obehové £erpadlo a jeho pracovný bod (kap. 13), (4)
prúdenie vo výmenníku, kde reºim prúdenia ovplyv¬uje prestup tepla (kap. 9), (5) expanzná
nádoba a tlakové pomery v okruhu (kap. 3), (6) teplotné vrstvenie v zásobníku, ktoré závisí
od hustoty vody (kap. 2).

1.2 Kvapaliny a plyny ako pracovné médiá

�o je tekutina

Tuhé teleso sa pri pôsobení ²mykovej sily deformuje len obmedzene a po od©ah£ení sa (v
pruºnej oblasti) vráti do pôvodného tvaru. Tekutina je látka, ktorá sa pri pôsobení akoko©vek
malého ²mykového napätia trvalo a neustále deformuje, teda prúdi [1]. Tekutina v pokoji preto
nemôºe prená²a´ ²mykové napätie. Na steny nádoby pôsobí iba kolmým tlakom. Tento poznatok
vyuºijeme v hydrostatike (kap. 3).

Tekutiny delíme na kvapaliny a plyny. Rozdiely, ktoré sú dôleºité pre technickú prax, sumarizuje
tab. 1.1.

Opa£nú závislos´ viskozity od teploty vysvetlíme v kap. 2. Pre prax z nej vyplýva, ºe studená
kvapalina má vä£²ie tlakové straty ako teplá. Pri vzduchu je to naopak.
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Tabu©ka 1.1. Porovnanie kvapalín a plynov z h©adiska mechaniky tekutín (orienta£né hodnoty pri
20 ◦C a 101,3 kPa).

Vlastnos´ Kvapalina (voda) Plyn (vzduch)

hustota ≈ 998 kg/m3 ≈ 1,2 kg/m3

stla£ite©nos´ ve©mi malá, v hydraulike ju
vä£²inou zanedbávame

ve©ká, hustota sa mení s tlakom aj
teplotou

vo©ná hladina vytvára nevytvára, vyp¨¬a celý priestor
dynamická viskozita ≈ 1,0 · 10−3 Pa · s ≈ 1,8 · 10−5 Pa · s
vplyv teploty na
viskozitu

s rastúcou teplotou klesá s rastúcou teplotou rastie

typické rýchlosti v
technike

0,3m/s aº 3m/s 2m/s aº 20m/s

Hypotéza kontinua

Tekutina sa skladá z molekúl, medzi ktorými je prázdny priestor. Pri technických výpo£toch sa
na túto ²truktúru nepozeráme. Tekutinu povaºujeme za kontinuum, teda za látku, ktorá spojito
vyp¨¬a priestor. Kaºdému bodu potom môºeme priradi´ hustotu, tlak, teplotu a rýchlos´. Takýto
opis je oprávnený, ak sú charakteristické rozmery úlohy (priemer rúrky, hrúbka lopatky) ove©a
vä£²ie ako stredná vo©ná dráha molekúl. Napríklad pre kyslík pri tlaku 1 atm a teplote 20 ◦C je
stredná vo©ná dráha pribliºne 6,3 · 10−8m [1]. V energetických zariadeniach je preto hypotéza
kontinua vºdy splnená. Poru²uje sa napríklad v silne zriedených plynoch alebo v nanokanáloch.

Pracovné médiá v OZE

Preh©ad tekutín, s ktorými sa v obnovite©nej energetike stretneme naj£astej²ie, je v tab. 1.2.
Ich vlastnosti podrobnej²ie rozoberá kap. 2 a príl. B.

Tabu©ka 1.2. Typické pracovné tekutiny v zariadeniach OZE.

Tekutina Zariadenie Typická otázka

voda vodná elektráre¬, tepelná sie´, zásobník výkon, tlakové straty,
tlak v sieti

zmes voda�glykol solárny okruh, zemný kolektor tepelného
£erpadla

viskozita pri nízkej
teplote, príkon £erpadla

vzduch veterná turbína, vzduchové kolektory,
vetranie s rekuperáciou

výkon vetra, straty vo
vzduchovodoch

chladivo (dvojfázové) tepelné £erpadlo prúdenie s varom a
kondenzáciou

vodná para parný obeh biomasovej teplárne stla£ite©né prúdenie,
turbína

bioplyn, zemný plyn,
vodík

bioplynová stanica, plynovody stla£ite©nos´, tlakové
straty

geotermálna voda
(so©anka)

geotermálny vrt zmena hustoty s
teplotou, korózia

organické pracovné
látky

ORC jednotky pri geotermálnych
zdrojoch, biomase a odpadovom teple [8]

vlastnosti pár, expandér,
výmenníky
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1.3 Systém, kontrolný objem a hranica systému

Pred kaºdým výpo£tom musíme presne ur£i´, £o skúmame. V mechanike tekutín na to slúºia
dva prístupy (obr. 1.2).

Systém (uzavretý systém) je vymedzené mnoºstvo hmoty. Hmotnos´ systému je kon²tantná a
jeho hranica sa môºe pohybova´ a deformova´. Týmto spôsobom sa obvykle opisuje plyn vo
valci s piestom v termodynamike.

Kontrolný objem (KO) je vymedzená oblas´ priestoru. Tekutina cez jeho hranicu vo©ne vteká
a vyteká. Hranica kontrolného objemu sa nazýva kontrolná plocha. Takmer v²etky technické
zariadenia s prúdiacou tekutinou (£erpadlo, turbína, výmenník, úsek potrubia) opisujeme
pomocou kontrolného objemu.

tekutina
m = kon²t.

Q

W

(a) uzavretý systém
hranica KO

ṁ1

ṁ2

Ph

kontrolný
objem

(b) kontrolný objem

Obr. 1.2. (a) Uzavretý systém: hmotnos´ je kon²tantná a cez hranicu prechádza len teplo Q a práca
W . (b) Kontrolný objem okolo £erpadla: tekutina cez hranicu vteká (ṁ1) aj vyteká (ṁ2) a
hriade©om sa privádza výkon Ph.

V²etky zákony zachovania (hmotnosti, hybnosti a energie) budeme pre kontrolný objem
zapisova´ v rovnakom tvare:

dBKO

dt︸ ︷︷ ︸
akumulácia

=
∑

Ḃvstup︸ ︷︷ ︸
prítok

−
∑

Ḃvstup︸ ︷︷ ︸
odtok

+ Ḃzdroj︸ ︷︷ ︸
vznik (zánik)

, (1.4)

kde B je bilancovaná veli£ina (hmotnos´, hybnos´ alebo energia) a Ḃ je jej tok. Rovnica (1.4)
hovorí len to, ºe ni£ sa nestratí bez stopy: to, £o do objemu vte£ie a nevyte£ie, sa v ¬om
nahromadí. Hmotnos´ nevzniká ani nezaniká, preto pri bilancii hmotnosti je zdrojový £len
nulový (kap. 5). Pri bilancii hybnosti hrajú úlohu �zdroja� vonkaj²ie sily (kap. 7). Pri bilancii
mechanickej energie sú to práca £erpadla alebo turbíny a straty (kap. 6).

Pozor � £astá chyba

Naj£astej²ou prí£inou chybného výsledku nie je chyba vo výpo£te, ale nejasne zvolená
hranica kontrolného objemu. Hranicu vºdy zakreslite do schémy. Vstupné a výstupné
prierezy volte kolmo na smer prúdenia a tam, kde poznáte tlak, rýchlos´ alebo vý²ku.
Príkladom je vo©ná hladina v nádrºi alebo výstup do atmosféry.

1.4 Základné veli£iny mechaniky tekutín

V celej knihe pouºívame Medzinárodnú sústavu jednotiek SI. Tab. 1.3 obsahuje veli£iny, ktoré
sa vyskytujú takmer v kaºdom výpo£te. Úplný zoznam symbolov je v príl. A.



8 KAPITOLA 1. ÚVOD DO PRÚDENIA KVAPALÍN A PLYNOV

Tabu©ka 1.3. Základné veli£iny mechaniky tekutín.

Veli£ina Symbol Jednotka SI Poznámka

hustota ρ kg/m3 ρ = m/V
tlak p Pa = N/m2 1 bar = 105 Pa
rýchlos´ v, v m/s vektor
objemový prietok Q m3/s Q = Av
hmotnostný prietok ṁ kg/s ṁ = ρQ
teplota T , t K, ◦C T = t+ 273,15
dynamická viskozita µ Pa · s
kinematická viskozita ν m2/s ν = µ/ρ
vý²ka, spád h, H m energia na jednotku tiaºe
výkon P W

V hydraulike sa tlak £asto vyjadruje ako vý²ka st¨pca kvapaliny. Je to vý²ka, ktorú by st¨pec
kvapaliny s hustotou ρ dosiahol pôsobením tlaku p:

h =
p

ρ g
. (1.5)

Takýto zápis má fyzikálny význam energie na jednotku tiaºe (J/N = m). Umoº¬uje priamo
porovnáva´ tlak, rýchlos´ a geodetickú vý²ku (kap. 6). Výrobcovia £erpadiel preto uvádzajú
dopravnú vý²ku v metroch a hydroenergetici hovoria o spáde v metroch.

Príklad 1.2 � Tlak v okruhu ako vý²ka vodného st¨pca

Manometer v kotolni ukazuje pretlak pe = 2,5 bar. Atmosférický tlak je pa = 101,3 kPa.
Ur£te absolútny tlak a pretlak vyjadrený ako vý²ka vodného st¨pca (ρ = 998 kg/m3).
Rie²enie. Absolútny tlak je p = pa + pe = 101,3 + 250 = 351,3 kPa. Pretlak vyjadrený
vý²kou vodného st¨pca je

h =
pe
ρ g

=
250 000

998 · 9,81
= 25,5m.

Pretlak 1 bar teda zodpovedá pribliºne 10m vodného st¨pca. Toto £íslo je dobré si zapamäta´.
Ak je najvy²²í bod vykurovacej sústavy 12m nad manometrom, je v ¬om pretlak len asi
1,3 bar. ■

Pozor � £astá chyba

Vo vzorcoch sa pouºíva absolútny tlak vºdy, ke¤ tlak vystupuje v stavovej rovnici plynu
alebo ke¤ ho porovnávame s tlakom nasýtených pár (kavitácia). Pri rozdieloch tlakov a
tlakových stratách je jedno, £i po£ítame s absolútnym tlakom alebo s pretlakom.

1.5 Pole tlaku, rýchlosti, hustoty a teploty

Na základe hypotézy kontinua má kaºdá veli£ina v kaºdom bode priestoru a v kaºdom okamihu
ur£itú hodnotu. Takéto rozloºenie nazývame pole.

� Skalárne pole prira¤uje bodu jedno £íslo, napr. tlak p(x, y, z, t), hustotu ρ(x, y, z, t) alebo
teplotu T (x, y, z, t).

� Vektorové pole prira¤uje bodu vektor, napr. rýchlos´ v(x, y, z, t) = (vx, vy, vz).



1.6. USTÁLENÉ A NEUSTÁLENÉ DEJE 9

Rýchlos´ tekutiny sa v priereze potrubia mení. Pri stene je nulová, pretoºe tekutina na stene
ulpieva (kap. 8), a najvä£²ia je v osi potrubia (obr. 1.5a). V inºinierskych výpo£toch nás v²ak
zaujíma najmä prietok a stredná prierezová rýchlos´ v = Q/A. V kap. 4 presne vysvetlíme, ako
súvisí s lokálnou rýchlos´ou.

Príklady skalárneho a vektorového po©a sú na obr. 1.3.

Pole teploty ovplyv¬uje pole rýchlosti prostredníctvom vlastností média. S teplotou sa mení
hustota aj viskozita. V zásobníku teplej vody má teplá voda men²iu hustotu ako studená, preto
zostáva hore a vytvára teplotné vrstvy (miesto 6 na obr. 1.1). Vo veternej energetike rastie
rýchlos´ vetra s vý²kou nad terénom (obr. 1.9). Pole rýchlosti preto ovplyv¬uje, v akej vý²ke sa
oplatí umiestni´ rotor.

60 ◦C

55 ◦C

40 ◦C

25 ◦C

18 ◦C

15 ◦C

(a) skalárne pole T (z)
v zásobníku

(b) vektorové pole v(y) v potrubí

Obr. 1.3. (a) Skalárne pole teploty v zásobníku s teplotným vrstvením, (b) vektorové pole rýchlosti v
potrubí: rýchlos´ sa mení od nuly pri stene po maximum v osi.

1.6 Ustálené a neustálené deje

Dej je ustálený (stacionárny), ak sa veli£iny v danom bode priestoru s £asom nemenia:

∂p

∂t
= 0,

∂v

∂t
= 0,

∂T

∂t
= 0. (1.6)

Ustálený neznamená nehybný. Tekutina sa pohybuje, ale v kaºdom bode má stále rovnakú
rýchlos´. V opa£nom prípade hovoríme o neustálenom (nestacionárnom) deji.

Skuto£né zariadenia OZE pracujú prakticky vºdy v neustálenom reºime. Slne£né ºiarenie sa
mení po£as d¬a, rýchlos´ vetra kolí²e v sekundách aº hodinách [9] a prietok rieky sa mení pod©a
ro£ného obdobia. Napriek tomu vä£²inu výpo£tov robíme ako kvázistacionárne. Neustálený
dej nahradíme postupnos´ou ustálených stavov. Takýto postup je oprávnený, ak sa okrajové
podmienky menia pomaly v porovnaní s £asom, za ktorý sa prúdenie v zariadení ustáli. Obehové
£erpadlo solárneho okruhu sa po zmene otá£ok ustáli za nieko©ko sekúnd, kým intenzita ºiarenia
sa mení v minútach aº hodinách (obr. 1.4).

Neustálené javy v²ak nemôºeme zanedba´ pri rýchlych zmenách, napríklad:

� pri náhlom uzavretí ventilu alebo odstavení turbíny, ke¤ vzniká tlaková vlna (hydraulický
ráz),

� pri nábehu a dobehu £erpadiel,

� pri plnení a vyprázd¬ovaní zásobníkov (kap. 5),

� pri turbulentnom prúdení, kde rýchlos´ v bode neustále kolí²e (kap. 9).
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Obr. 1.4. Porovnanie £asových ²kál: (a) intenzita slne£ného ºiarenia sa mení po£as hodín, (b) prúdenie
v okruhu sa po zmene otá£ok £erpadla ustáli za nieko©ko sekúnd. Preto moºno okruh po£íta´
kvázistacionárne.

1.7 Jednorozmerné, dvojrozmerné a trojrozmerné modely

Skuto£né prúdenie je vºdy trojrozmerné. Po£et rozmerov modelu je rozhodnutie modelára a
závisí od toho, akú informáciu potrebujeme (obr. 1.5).

v

x

(a) 1D: v = v(x)

x

z

(b) 2D: v = v(x, z)

x

(c) 3D: v = v(x, y, z)

Obr. 1.5. Po£et rozmerov modelu: (a) jednorozmerný model potrubia so strednou rýchlos´ou v, (b)
dvojrozmerný model prúdenia cez prepad v pozd¨ºnom reze, (c) trojrozmerný model úplavu
za rotorom veternej turbíny.

Jednorozmerný (1D) model pracuje so strednými hodnotami veli£ín v priereze, ktoré sa
menia len pozd¨º jednej súradnice (d¨ºky potrubia alebo prúdnice). Na tomto modeli stojí
takmer celá technická hydraulika: rovnica kontinuity, Bernoulliho rovnica, výpo£et tlakových
strát aj potrubných sietí. Je jednoduchý a pri dobre zvolených empirických sú£inite©och (trenie,
miestne straty) aj prekvapivo presný.

Dvojrozmerný (2D) model je vhodný, ak sa veli£iny výrazne menia v dvoch smeroch a
v tre´om smere je prúdenie pribliºne rovnaké. Takto moºno opísa´ prúdenie cez dlhý prepad,
obtekanie pro�lu lopatky v priereze alebo prúdenie v plytkej nádrºi. V hydraulike otvorených
korýt sa beºne kombinujú 1D modely toku s 2D modelmi inunda£ných území [10].

Trojrozmerný (3D) model je nevyhnutný pri zloºitej geometrii a pri úlohách, v ktorých nás
zaujíma lokálne rozloºenie rýchlosti. Príkladmi sú obtekanie listu veternej turbíny, prúdenie v
obeºnom kolese £erpadla alebo vetranie budovy. Takéto úlohy sa rie²ia numericky, metódami
CFD (Computational Fluid Dynamics) [11]. Aj pri malých vodných turbínach sa dnes 3D
simulácie beºne pouºívajú. Výsledok v²ak citlivo závisí od zvoleného modelu turbulencie [12, 13].

V tejto u£ebnici budeme pracova´ prevaºne s 1D modelmi. Viacrozmerné modely vyuºijeme
najmä na vysvetlenie fyzikálnej podstaty javov, ktoré potom do 1D modelu vná²ame cez
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empirické sú£initele.

1.8 Modelovanie reálneho zariadenia

Fyzikálny model je zjednodu²ený obraz skuto£nosti, ktorý zachytáva podstatné javy a zanedbáva
nepodstatné. Rovnaké zariadenie môºeme modelova´ rôzne podrobne pod©a toho, na £o model
potrebujeme. Pri zostavovaní modelu budeme v celej knihe postupova´ pod©a schémy na obr. 1.6.

1. Cie©
£o chcem vypo£íta´
a s akou presnos´ou

2. Hranica
systém alebo

kontrolný objem

3. Predpoklady
ustálenos´, 1D,

nestla£ite©nos´. . .

4. Bilancie
hmotnos´,

energia, hybnos´

5. Doplnkové
vz´ahy
vlastnosti

média, straty,
charakteristiky

6. Rie²enie
ru£ne, tabu©kový
procesor, Python

7. Kontrola
jednotky, rád veli£ín,

limitné prípady

8. Validácia
porovnanie
s meraním

nevyhovuje � upravi´ predpoklady

Obr. 1.6. Postup tvorby a overenia fyzikálneho modelu. Ak kontrola alebo porovnanie s meraním
nevyhovuje, treba sa vráti´ k predpokladom.

Jednotlivé kroky:

1. Cie©. Formulujeme otázku, napr. �aký výkon musí ma´ £erpadlo?� alebo �ko©ko elektriny
vyrobí turbína za rok?�. Ur£íme aj potrebnú presnos´. Predbeºný návrh znesie chybu 20%,
pri garan£nom meraní je neprípustná.

2. Hranica. Vyzna£íme systém alebo kontrolný objem a jeho vstupy a výstupy (odd. 1.3).

3. Predpoklady. Rozhodneme, £i je dej ustálený, £i sta£í 1D model, £i je tekutina
nestla£ite©ná a £i sa mení teplota. Predpoklady vºdy zapí²eme. Neskôr ich musíme overi´.

4. Bilancie. Zapí²eme zákony zachovania hmotnosti, energie, prípadne hybnosti v tvare
(1.4).

5. Doplnkové vz´ahy. Bilancie samotné nesta£ia. Potrebujeme vlastnosti média (hustota,
viskozita), vz´ahy pre straty (sú£inite© trenia, miestne odpory) a charakteristiky strojov
(krivka £erpadla).

6. Rie²enie. Jednoduché úlohy rie²ime ru£ne, zloºitej²ie (iterácie, siete, ro£né simulácie) v
tabu©kovom procesore alebo v Pythone.

7. Kontrola. Overíme rozmerovú správnos´, rád výsledku a správanie v limitných prípadoch
(napr. pri nulovom prietoku musí by´ nulová aj tlaková strata).

8. Validácia. Ak je to moºné, porovnáme výsledok s meraním alebo s údajmi výrobcu.
Metódy merania tlaku, rýchlosti a prietoku opisujú [5, 14].

Poznámka

Model nie je �správny� alebo �nesprávny�. Je vhodný alebo nevhodný na daný ú£el. 1D model
potrubnej siete s presnos´ou 10% je pre návrh £erpadla lep²í ako 3D model CFD, ktorého
príprava trvá týºde¬ a výsledok sa od 1D modelu lí²i o 3%.
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1.9 Mechanika tekutín a energetická ú£innos´

�erpadlá a ventilátory v budovách, v priemysle, v tepelných sie´ach a v zariadeniach OZE sú
v prevádzke tisíce hodín ro£ne. Ich spotreba elektriny preto patrí medzi významné poloºky
prevádzkových nákladov [15]. V energetickej bilancii zariadení OZE sa ozna£uje ako spotreba
pomocných energií. Zniºuje £istý prínos zariadenia, napríklad £istú výrobu tepla solárneho
systému alebo sezónny výkonový faktor tepelného £erpadla.

Príkon, ktorý treba na dopravu tekutiny, ve©mi citlivo reaguje na prietok a rozmery potrubia.
V kap. 10 ukáºeme, ºe pri turbulentnom prúdení v danom potrubí je tlaková strata pribliºne
úmerná druhej mocnine prietoku. Z rovnice (1.2) potom vyplýva:

∆p ∼ Q2 =⇒ Ph = Q∆p ∼ Q3. (1.7)

Závislos´ tretej mocniny (obr. 1.7) je jedným z najdôleºitej²ích kvalitatívnych poznatkov celého
predmetu:

� zníºenie prietoku o 20% zníºi hydraulický výkon takmer na polovicu (0,83 ≈ 0,51),

� zdvojnásobenie prietoku v tom istom potrubí zvý²i hydraulický výkon osemnásobne.

Podobne silno vplýva priemer potrubia. Pri kon²tantnom prietoku je tlaková strata v
turbulentnej oblasti pribliºne úmerná D−5 (kap. 10). Zmen²enie priemeru o jednu menovitú
svetlos´, napr. z DN25 na DN20, preto môºe tlakovú stratu viac ako zdvojnásobi´.

Príklad 1.3 � Úspora zníºeným prietokom

Obehové £erpadlo tepelnej siete pracuje v menovitom stave s hydraulickým výkonom Ph,0 =
4,0 kW. V prechodnom období sta£í prietok Q = 0,8Q0. Sie´ je uzavretá (bez statickej
vý²ky) a jej tlaková strata je úmerná Q2. Aký hydraulický výkon je potrebný pri zníºenom
prietoku, ak sa prietok zníºi zmenou otá£ok £erpadla?
Rie²enie. Pod©a (1.7) je

Ph = Ph,0

(
Q

Q0

)3

= 4,0 · 0,83 = 2,05 kW.

Hydraulický výkon klesne takmer o polovicu, hoci prietok klesol len o pätinu. Ak by sa
prietok zníºil privretím ventilu (²krtením) pri nezmenených otá£kach, £erpadlo by muselo
prekonáva´ aj dodato£nú stratu na ventile a úspora by bola ove©a men²ia. Spôsoby regulácie
podrobne porovnáme v kap. 13. ■

Mechanika tekutín teda neslúºi len na výpo£et �£i to pote£ie�. Je nástrojom na zniºovanie
spotreby energie: pomáha správne dimenzova´ potrubie, voli´ rýchlos´ prúdenia, vyvaºova´ siete
a regulova´ £erpadlá.

1.10 Aplikácie v OZE

Na záver kapitoly prejdeme hlavné technológie obnovite©nej energetiky a ukáºeme, ktoré £asti
tejto u£ebnice sú pre ne dôleºité. Preh©ad technológií poskytujú napr. [16�18].
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Obr. 1.7. Pomerná tlaková strata a pomerný hydraulický výkon v závislosti od pomerného prietoku
pre potrubný systém bez statickej vý²ky a s kvadratickou charakteristikou.

Vodná elektráre¬

Vodná elektráre¬ vyuºíva rozdiel polôh hladín hornej a dolnej vody (obr. 1.8). Výkon elektrárne
je

P = η ρ g QH, (1.8)

kdeQ je prietok turbínou,H je spád a η je celková ú£innos´ (straty v privádza£i, turbíne, prevode
a generátore) [16, 19, 20]. Rovnica (1.8) je ²peciálnym prípadom energetickej rovnice z kap. 6.
Presné ur£enie £istého spádu, výber turbíny [21] a výpo£et ro£nej výroby sú obsahom kap. 14.
Pri rie£nych elektrár¬ach je sú£as´ou stup¬a £asto ha´. Jej hydraulický návrh je podrobne
spracovaný v [22, 23].

Príklad 1.4 � Výkon malej vodnej elektrárne

Malá vodná elektráre¬ na rieke má spád H = 6m a prietok turbínou Q = 2m3/s. Celková
ú£innos´ je η = 0,82. Ur£te elektrický výkon.
Rie²enie. Pod©a (1.8):

P = 0,82 · 1000 · 9,81 · 2 · 6 = 96 500W ≈ 97 kW.

Pre porovnanie: rovnaký výkon by pri spáde 60m dosiahla turbína s desa´krát men²ím
prietokom. Pri nízkom spáde sú preto potrebné ve©ké prietoky, a teda aj rozmerné stroje a
objekty. ■

Veterná elektráre¬

Veterná turbína odoberá £as´ kinetickej energie vzduchu, ktorý prúdi plochou rotora A. Výkon
je

P = cP
1
2 ρAv31, (1.9)

kde v1 je rýchlos´ nenaru²eného vetra a cP je sú£inite© výkonu [16, 24, 25]. Teoretická horná
hranica sú£inite©a výkonu, tzv. Betzov limit, je 16/27 ≈ 0,593. Moderné ve©ké turbíny dosahujú
hodnoty cP okolo 0,45 aº 0,50 [25]. Závislos´ od tretej mocniny rýchlosti vysvet©uje, pre£o
je pri výbere lokality taký dôleºitý presný odhad rýchlosti vetra. Vzduch prúdiaci cez rotor
sa spoma©uje (v1 > v2 > v3) a prúdová trubica sa preto roz²iruje (obr. 1.9). Tento jav je
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Obr. 1.8. Schéma malej vodnej elektrárne. Mechanika tekutín vstupuje: (1) pri výpo£te hydrostatického
za´aºenia hrádze a uzáverov (kap. 3), (2) na vtoku do privádza£a, kde vzniká miestna strata
(kap. 11), (3) v tlakovom privádza£i, kde vznikajú straty trením (kap. 10), (4) v turbíne, kde
sa mení hybnos´ a moment hybnosti prúdu (kap. 7 a 14), (5) v savke, kde sa spätne získava
kinetická energia a hrozí kavitácia (kap. 14).

dôsledkom zákona zachovania hmotnosti (kap. 5). Silu pôsobiacu na rotor ur£íme zo zákona
zachovania hybnosti (kap. 7).

Príklad 1.5 � Citlivos´ výkonu na rýchlos´ vetra

Veterná turbína má priemer rotoraD = 80m a sú£inite© výkonu cP = 0,45. Hustota vzduchu
je ρ = 1,225 kg/m3, £o je hodnota ²tandardnej atmosféry na úrovni mora [26]. Porovnajte
výkon pri rýchlostiach vetra 6m/s a 7m/s.
Rie²enie. Plocha rotora je A = πD2/4 = 5 027m2. Pod©a (1.9):

P6 = 0,45 · 1
2 · 1,225 · 5027 · 63 = 299 kW, P7 = 0,45 · 1

2 · 1,225 · 5027 · 73 = 475 kW.

Rýchlos´ vetra je vy²²ia o 17%, výkon v²ak vzrastie o 59% ((7/6)3 = 1,59). V praxi
výkon turbíny obmedzuje aj jej menovitý výkon a regulácia. Vz´ah (1.9) preto platí len pod
menovitou rýchlos´ou vetra. ■

Tepelné £erpadlo a tepelné siete

Tepelné £erpadlo zem�voda (obr. 1.10) odoberá teplo z horniny prostredníctvom zemného
kolektora alebo vrtu, v ktorom cirkuluje nemrznúca zmes. Teplo odovzdáva vode vo
vykurovacom systéme. Z h©adiska mechaniky tekutín tu rie²ime tri okruhy: primárny okruh
so zmesou voda�glykol (dlhé potrubie, nízka teplota, a teda vysoká viskozita), okruh chladiva
(dvojfázové prúdenie) a vykurovací okruh. Pri vykurovacom okruhu je dôleºité hydraulické
vyváºenie, aby kaºdá vetva podlahového vykurovania dostala potrebný prietok (kap. 12).

Rovnaké úlohy rie²ime vo vä£²om meradle v tepelných sie´ach (centralizované zásobovanie
teplom). Tam sa teplo z biomasových kotolní, solárnych polí, tepelných £erpadiel alebo
odpadového tepla dopravuje potrubím k tisíckam odberate©ov [29]. Príkon £erpadiel, tlakové
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Obr. 1.9. Veterná turbína v prúde vzduchu. Mechanika tekutín vstupuje: (1) pri obtekaní pro�lu listu,
na ktorom vzniká vztlaková sila, (2) v prúdovej trubici, kde sa uplat¬uje bilancia hmotnosti
a hybnosti (kap. 5 a 7), (3) v turbulentnom úplave za rotorom, ktorý ovplyv¬uje ¤al²ie
turbíny vo veternom parku (kap. 9; inºinierske modely úplavu pozri [27]), (4) v medznej
vrstve atmosféry, v ktorej rýchlos´ vetra rastie s vý²kou, (5) pri za´aºení stoºiara vetrom a
pri chladení gondoly.

pomery v sieti a hydraulické vyváºenie sú hlavnou témou kap. 12 a 13.

�al²ie aplikácie

� Vzduchové solárne kolektory a vetranie s rekuperáciou. Rie²ime tlakové straty vo
vzduchovodoch a výber ventilátora (kap. 15).

� Bioplynové stanice. Mie²anie substrátu (nenewtonovská kvapalina, kap. 2), doprava
bioplynu a tlakové straty v plynovodoch (kap. 15).

� Geotermálna energia. Tlakové pomery vo vrte s kvapalinou, ktorej hustota sa mení s
teplotou (kap. 3), a £erpanie geotermálnej vody (kap. 13).

� Akumulácia energie. Pre£erpávacie vodné elektrárne (kap. 14) a ve©koobjemové
zásobníky tepla s teplotným vrstvením.

Tab. 1.4 zh¯¬a, ktoré kapitoly u£ebnice sú k©ú£ové pre jednotlivé technológie.

Tabu©ka 1.4. Mapa u£ebnice: význam kapitol pre technológie OZE (• k©ú£ová, ◦ dopl¬ujúca).

Technológia 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

solárny termický systém • ◦ ◦ • • ◦ ◦ • • ◦ •
vodná elektráre¬ • ◦ • • • ◦ • • ◦ •
veterná elektráre¬ ◦ • • • • ◦ • •
tepelné £erpadlo • • • ◦ • • • • ◦
tepelná sie´ • • • • ◦ • • • •
bioplyn, vzduchotechnika • ◦ • ◦ ◦ ◦ •
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Obr. 1.10. Tepelné £erpadlo zem�voda. Mechanika tekutín vstupuje: (1) v zemnom vrte, kde tlakové
straty závisia od viskozity zmesi voda�glykol (kap. 2 a 10) a kde prúdenie ur£uje aj prenos
tepla s horninou [28], (2) pri obehovom £erpadle primárneho okruhu, ktorého príkon zniºuje
výkonový faktor (kap. 13), (3) v okruhu chladiva, kde prebieha dvojfázové prúdenie, (4)
pri obehovom £erpadle vykurovacieho okruhu, (5) v podlahovom vykurovaní, kde treba
hydraulicky vyváºi´ vetvy (kap. 12).

Aplikácia v OZE: odpove¤ na úvodnú otázku

Obehové £erpadlo solárneho systému má síce malý príkon, ale jeho hydraulický výkon
rastie s tre´ou mocninou prietoku a pri kon²tantnom prietoku pribliºne s piatou mocninou
prevrátenej hodnoty priemeru potrubia. Zmena koncentrácie glykolu mení viskozitu a tým
aj tlakové straty, najmä pri nízkych teplotách. Nevhodný návrh okruhu preto môºe príkon
£erpadla znásobi´ a £istý energetický prínos systému cite©ne zníºi´. V²etky tieto vplyvy
budeme vedie´ vy£ísli´ po pre²tudovaní kap. 2, 6, 10 a 13.

Zhrnutie kapitoly

� Tekutina je látka, ktorá sa pri pôsobení ²mykového napätia neustále deformuje. Kvapaliny
sú prakticky nestla£ite©né, plyny sú stla£ite©né.

� V energetických systémoch je tekutina nosi£om energie, zdrojom mechanickej energie alebo
pracovnou látkou obehu. Jej doprava vºdy vyºaduje energiu.

� Zariadenia s prúdiacou tekutinou opisujeme pomocou kontrolného objemu. V²etky
bilancie majú tvar �akumulácia = prítok − odtok + zdroj�.

� Tlak moºno vyjadri´ ako vý²ku st¨pca kvapaliny h = p/(ρg). Pretlak 1 bar zodpovedá
pribliºne 10m vodného st¨pca.

� Vä£²inu technických úloh rie²ime ako ustálené (kvázistacionárne) a jednorozmerné. Tieto
predpoklady treba vºdy overi´.

� Hydraulický výkon je Ph = Q∆p. V systéme s kvadratickou charakteristikou rastie s
tre´ou mocninou prietoku.

� Výkon vodnej elektrárne je P = ηρgQH, výkon veternej turbíny je P = cP
1
2ρAv

3.
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Kontrolné otázky

1. �ím sa tekutina odli²uje od tuhej látky? Pre£o tekutina v pokoji nemôºe prená²a´ ²mykové
napätie?

2. Kedy je oprávnené pouºíva´ hypotézu kontinua? Uve¤te príklad, ke¤ neplatí.

3. Vysvetlite rozdiel medzi uzavretým systémom a kontrolným objemom. Ktorý prístup
pouºijete pri výpo£te £erpadla a pre£o?

4. Zapí²te v²eobecný tvar bilan£nej rovnice pre kontrolný objem a vysvetlite význam
jednotlivých £lenov.

5. Pre£o sa v hydraulike tlak £asto vyjadruje v metroch? Aký je fyzikálny význam tejto
vý²ky?

6. Znamená ustálené prúdenie, ºe tekutina je v pokoji? Uve¤te príklad neustáleného deja v
zariadení OZE, ktorý nemoºno rie²i´ ako kvázistacionárny.

7. Kedy posta£uje jednorozmerný model a kedy je nutný trojrozmerný model?

8. Pre£o zníºenie prietoku o 20% zníºi hydraulický výkon takmer na polovicu? Za akých
predpokladov to platí?

9. Ako sa mení výkon veternej turbíny pri zvý²ení rýchlosti vetra o 10%?

10. Pomenujte aspo¬ tri miesta v solárnom termickom okruhu, kde projektant potrebuje
poznatky z mechaniky tekutín.

Úlohy na precvi£enie

1. Solárny okruh s vodou (ρ = 985 kg/m3, cp = 4,18 kJ/(kg · K)) má prená²a´ tepelný tok
6 kW pri rozdiele teplôt 10K. Ur£te hmotnostný a objemový prietok. [0,144 kg/s;
0,525m3/h]

2. Najvy²²í bod vykurovacej sústavy je 15m nad manometrom (pozri obr. 3.5). V najvy²²om
bode má by´ pretlak aspo¬ 0,5 bar. Aký minimálny pretlak musí ukazova´ manometer?
(ρ = 990 kg/m3) [1,96 bar]

3. �erpadlo dopravuje 12m3/h vody s tlakovým rozdielom 150 kPa. Celková ú£innos´ je
0,55. Ur£te hydraulický výkon, elektrický príkon a ro£nú spotrebu elektriny pri 5 000 h
prevádzky. [500W; 909W; 4 545 kW · h]

4. V sieti z predchádzajúcej úlohy (bez statickej vý²ky) sa prietok zvý²i na 15m3/h. Pri
akom hydraulickom výkone bude £erpadlo pracova´, ak sa ú£innos´ nezmení? [977W]

5. Malá vodná elektráre¬ má spád 25m a celkovú ú£innos´ 0,78. Aký prietok je potrebný na
dosiahnutie elektrického výkonu 250 kW? [1,31m3/s]

6. Veterná turbína s priemerom rotora 120m a cP = 0,47 pracuje pri rýchlosti vetra 8m/s
(ρ = 1,225 kg/m3). Ur£te výkon. Aký by bol výkon v horskej lokalite s hustotou vzduchu
1,10 kg/m3? [1,67MW; 1,50MW]

7. Pre zvolené zariadenie OZE (napr. tepelné £erpadlo vzduch�voda, vzduchový solárny
kolektor, bioplynová stanica) nakreslite schému a vyzna£te v nej miesta, kde vstupuje
mechanika tekutín, podobne ako na obr. 1.1. Pre kaºdé miesto uve¤te, ktorá veli£ina je
rozhodujúca.
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Kapitola 2

Fyzikálne vlastnosti tekutín

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent vyberie fyzikálne vlastnosti média potrebné pre daný
výpo£et, ur£í ich hodnotu pri prevádzkovej teplote a tlaku a posúdi ich vplyv na prúdenie.
Vie vysvetli´, pre£o zvý²enie koncentrácie glykolu zvý²i tlakové straty a spotrebu £erpadla.

K©ú£ové pojmy

hustota, merný objem, relatívna hustota, objemový modul pruºnosti, stla£ite©nos´, teplotná
roz´aºnos´, dynamická a kinematická viskozita, Newtonov zákon viskozity, nenewtonovská
tekutina, povrchové napätie, kapilarita, tlak nasýtených pár, nemrznúca zmes

Kaºdý výpo£et prúdenia potrebuje vlastnosti média. Bez hustoty nevypo£ítame hmotnostný
prietok ani hydrostatický tlak. Bez viskozity neur£íme reºim prúdenia ani tlakové straty. Bez
tlaku nasýtených pár nevieme posúdi´, £i v £erpadle alebo v turbíne vznikne kavitácia.

Vlastnosti tekutín nie sú kon²tanty. Menia sa s teplotou, v prípade plynov aj s tlakom, a pri
zmesiach s ich zloºením. V zariadeniach OZE sa teplota média mení vo ve©kom rozsahu. V
solárnom kolektore to môºe by´ od −20 ◦C aº 150 ◦C, v zemnom vrte tepelného £erpadla od
−5 ◦C aº 15 ◦C. Vo©ba správnych hodnôt je preto sú£as´ou návrhu, nie iba formalitou. Kapitola
vychádza z [1, 5]. Hodnoty vlastností vody, vzduchu a zmesí voda�glykol sú zhrnuté v príl. B.

Na zamyslenie

Solárny okruh naplnený vodou pracuje bez problémov. Po doplnení nemrznúcej zmesi so
40% propylénglykolu v²ak £erpadlo nedosahuje pôvodný prietok a kolektory sa prehrievajú.
�o sa zmenilo? Hustota zmesi je len o nieko©ko percent vä£²ia ako hustota vody. Ktorá
vlastnos´ je teda za problém zodpovedná?

2.1 Hustota a merný objem

Hustota je hmotnos´ tekutiny v jednotke objemu. V bode kontinua ju de�nujeme limitou

ρ = lim
∆V→δV

∆m

∆V
[kg/m3], (2.1)

kde δV je najmen²í objem, ktorý e²te obsahuje dostato£ný po£et molekúl na to, aby bola
hodnota nezávislá od jeho ve©kosti (hypotéza kontinua, odd. 1.2). Pre homogénnu tekutinu
platí jednoducho ρ = m/V .

19
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Prevrátenou hodnotou hustoty je merný objem

v =
1

ρ
[m3/kg]. (2.2)

Merný objem sa pouºíva najmä v termodynamike. V mechanike tekutín pracujeme prevaºne s
hustotou. Merný objem má rovnaké písmeno ako rýchlos´, preto ho v tejto knihe pouºívame len
výnimo£ne.

Sú£in hustoty a tiaºového zrýchlenia sa nazýva merná tiaº γ = ρ g [N/m3]. Vyjadruje tiaº
jednotkového objemu tekutiny a vyuºijeme ju v hydrostatike (kap. 3).

Orienta£né hodnoty hustoty niektorých tekutín sú v tab. 2.1. Rozdiel medzi kvapalinami a
plynmi je pribliºne tri rády.

Tabu©ka 2.1. Hustota vybraných tekutín pri tlaku 101,3 kPa [1, 26, 30].

Tekutina t [◦C] ρ [kg/m3]

voda 20 998,0
voda 80 971,8
zmes voda�propylénglykol 40% obj. 40 1 026,5
ortu´ 20 13 600
vzduch 20 1,204
vzduch (²tandardná atmosféra, hladina mora) 15 1,225

Hustota kvapalín

Hustota kvapalín závisí najmä od teploty. Od tlaku závisí len ve©mi málo (odd. 2.3). Vplyv
teploty vyjadruje sú£inite© objemovej roz´aºnosti

β =
1

v

(
∂v

∂T

)
p

= −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

≈ −∆ρ/ρ

∆T
[1/K]. (2.3)

Pre vodu pri 20 ◦C je β ≈ 0,2 · 10−3/K, pri 80 ◦C uº pribliºne 0,65 · 10−3/K [1]. Voda má
najvä£²iu hustotu pri teplote asi 4 ◦C. Pod touto teplotou je sú£inite© β záporný (obr. 2.1).

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

960

970

980

990

1 000
maximum pri 4 ◦C

∆ρ = 26 kg/m3

(2,7%)

teplota t [◦C]

ρ
[k
g
/m

3
]

Obr. 2.1. Hustota vody v závislosti od teploty pri atmosférickom tlaku [1, 31]. Pri ohreve z 20 ◦C na
80 ◦C klesne hustota o 2,7%.

Pre energetiku má teplotná závislos´ hustoty dva dôleºité dôsledky:



2.2. RELATÍVNA HUSTOTA 21

� Objem kvapaliny v uzavretom okruhu sa pri ohreve zvä£²uje. Túto zmenu musí
zachyti´ expanzná nádoba (pr. 2.1).

� Teplej²ia kvapalina je ©ah²ia. Stúpa nahor a vytvára teplotné vrstvenie v zásobníkoch.
Ak je rozdiel hustôt v okruhu dostato£ne ve©ký, vzniká samotíºna cirkulácia (termosifón).

Príklad 2.1 � Zmena objemu vody v okruhu

Solárny okruh obsahuje 1 000L vody. Pri napú²´aní má voda teplotu 20 ◦C, v prevádzke sa
ohreje na 80 ◦C. O ko©ko sa zvä£²í jej objem?
Rie²enie. Hmotnos´ vody sa nemení, preto ρ1V1 = ρ2V2. S hodnotami z tab. 2.1:

∆V = V2 − V1 = V1

(
ρ1
ρ2

− 1

)
= 1000

(
998,0

971,8
− 1

)
= 27L.

Objem vzrastie o 2,7%. Ak by táto voda nemala kam uniknú´, tlak v okruhu by prudko
vzrástol (pr. 2.3). Pri nemrznúcich zmesiach je roz´aºnos´ e²te o nie£o vä£²ia. V solárnych
systémoch treba navy²e po£íta´ s odparením kvapaliny z kolektora pri stagnácii. ■

Hustota plynov

Hustota plynov sa výrazne mení s tlakom aj s teplotou. Pri tlakoch a teplotách beºných v
energetike sa vä£²ina plynov správa ako ideálny plyn:

p = ρ r T =⇒ ρ =
p

r T
, (2.4)

kde p je absolútny tlak, T je termodynamická teplota a r = R/M je merná plynová kon²tanta.
Univerzálna plynová kon²tanta je R = 8,314 J/(mol · K) a M je molárna hmotnos´. Pre suchý
vzduch je r = 287 J/(kg ·K). Podrobnej²ie sa prúdeniu plynov venuje kap. 15.

Pre veternú energetiku je dôleºité, ºe hustota vzduchu klesá s nadmorskou vý²kou. Pod©a
²tandardnej atmosféry [26] má vzduch na úrovni mora hustotu 1,225 kg/m3, vo vý²ke 1 000m
pribliºne 1,112 kg/m3 a vo vý²ke 2 000m pribliºne 1,007 kg/m3. Výkon veternej turbíny je pod©a
(1.9) priamo úmerný hustote. Pri rovnakej rýchlosti vetra preto turbína v nadmorskej vý²ke
1 000m vyrobí asi o 9% menej energie ako na úrovni mora.

2.2 Relatívna hustota

Relatívna hustota je pomer hustoty látky a hustoty zvolenej referen£nej látky pri ur£ených
podmienkach:

d =
ρ

ρref
[−]. (2.5)

Pre kvapaliny je referen£nou látkou voda pri 4 ◦C (ρref = 1000 kg/m3), pre plyny suchý vzduch
pri rovnakom tlaku a teplote. V anglickej literatúre sa pre kvapaliny pouºíva pojem speci�c
gravity (SG) [1].

Pre plyny pri rovnakom tlaku a teplote vyplýva z (2.4) jednoduchý vz´ah

d =
ρ

ρvzduch
=

M

Mvzduch
, Mvzduch = 28,97 g/mol. (2.6)

Plyn s d < 1 je ©ah²í ako vzduch a pri úniku stúpa nahor. Plyn s d > 1 sa hromadí pri zemi
a v ²achtách. Tento rozdiel je dôleºitý pre bezpe£nos´ bioplynových staníc a pre umiestnenie
detektorov plynu.
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Príklad 2.2 � Relatívna hustota bioplynu

Bioplyn obsahuje 60% metánu (M = 16,04 g/mol) a 40% oxidu uhli£itého (M =
44,01 g/mol) v objemových (molárnych) zlomkoch. Ur£te jeho relatívnu hustotu vzh©adom
na vzduch a hustotu pri 15 ◦C a 101,325 kPa.
Rie²enie. Molárna hmotnos´ zmesi je váºeným priemerom: M = 0,6 · 16,04+0,4 · 44,01 =
27,2 g/mol. Relatívna hustota pod©a (2.6) je d = 27,2/28,97 = 0,94. Hustota pod©a (2.4) je

ρ =
pM

RT
=

101 325 · 0,027 2
8,314 · 288,15

= 1,15 kg/m3.

Bioplyn je teda len o málo ©ah²í ako vzduch. �istý metán (d = 0,55) rýchlo stúpa, £istý
oxid uhli£itý (d = 1,52) klesá k zemi. ■

2.3 Stla£ite©nos´ a objemový modul pruºnosti

Pri zvý²ení tlaku sa objem tekutiny zmen²í. Mieru tohto javu vyjadruje objemový modul
pruºnosti K. Je analógiou Youngovho modulu pruºnosti tuhých látok [1]:

K = −v

(
∂p

∂v

)
T

= ρ

(
∂p

∂ρ

)
T

≈ − ∆p

∆V/V
=

∆p

∆ρ/ρ
[Pa]. (2.7)

Záporné znamienko zabezpe£uje, ºe K > 0, lebo pri raste tlaku sa objem zmen²uje. Prevrátená
hodnota 1/K sa nazýva sú£inite© stla£ite©nosti.

Ve©ký modul K znamená, ºe na malú zmenu objemu treba ve©kú zmenu tlaku. Pre vodu je K ≈
2,1 ·109 Pa. Na zmen²enie objemu vody o 1% treba zvý²i´ tlak pribliºne o 21MPa (asi 210 atm)
[1]. Preto kvapaliny v hydraulických výpo£toch povaºujeme za nestla£ite©né (ρ = kon²t.).

Pre ideálny plyn pri kon²tantnej teplote z (2.4) vyplýva (∂p/∂ρ)T = rT = p/ρ, a teda

Kideálny plyn = p. (2.8)

Objemový modul vzduchu pri atmosférickom tlaku je teda pribliºne 0,1MPa, dvadsa´tisíckrát
menej ako modul vody. Napriek tomu moºno aj prúdenie plynov £asto po£íta´ ako nestla£ite©né.
Rozhoduje totiº, ako ve©mi sa pri prúdení mení tlak, a teda aj hustota (kap. 15).

Rýchlos´ zvuku

Stla£ite©nos´ ur£uje rýchlos´, ktorou sa v tekutine ²íria tlakové vlny. Pre kvapaliny platí

a =

√
K

ρ
. (2.9)

Pre vodu je a =
√

2,1 · 109/998 ≈ 1 450m/s. Takou rýchlos´ou sa v potrubí ²íri tlaková vlna
po rýchlom uzavretí ventilu alebo po odstavení turbíny. Vzniká tzv. hydraulický ráz, pri ktorom
môºe tlak prekro£i´ prevádzkovú hodnotu mnohonásobne [32]. Pruºnos´ stien potrubia skuto£nú
rýchlos´ ²írenia vlny zniºuje.

Príklad 2.3 � Ohrev kvapaliny v uzavretom objeme

Úplne zaplnený úsek potrubia solárneho okruhu je z oboch strán uzavretý ventilmi. Voda
v ¬om sa ohreje o 10K. Odhadnite nárast tlaku, ak potrubie povaºujeme za dokonale tuhé.
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Uvaºujte β = 0,3 · 10−3/K a K = 2,1 · 109 Pa.
Rie²enie. Objem uzavretej vody sa nemôºe zmeni´. Roz´aºnos´ spôsobená ohrevom
(∆V/V = β∆T ) sa preto musí kompenzova´ stla£ením (∆V/V = −∆p/K). Odtia©

∆p = K β∆T = 2,1 · 109 · 0,3 · 10−3 · 10 = 6,3 · 106 Pa = 63 bar.

Skuto£né potrubie sa mierne rozopne, takºe nárast bude men²í. Stále v²ak ide o desiatky
barov. Preto sa úseky okruhu, ktoré moºno uzavrie´, musia vybavi´ poistným ventilom alebo
musia zosta´ spojené s expanznou nádobou. ■

2.4 Dynamická viskozita

Viskozita je vlastnos´ tekutiny, ktorá vyjadruje jej odpor proti vzájomnému posúvaniu
susedných vrstiev, teda vnútorné trenie [1, 33]. V¤aka viskozite sa pohyb jednej vrstvy prená²a
na susedné vrstvy. Tá istá vlastnos´ spôsobuje, ºe sa pri prúdení mechanická energia mení na
teplo. Viskozita je preto hlavnou prí£inou tlakových strát (kap. 8 a 10).

Mieru vnútorného trenia vyjadruje dynamická viskozita µ (v literatúre aj η). Presne ju
zade�nujeme Newtonovým zákonom viskozity v odd. 2.6. Jednotkou je Pa · s = kg/(m · s). V
technickej praxi sa £asto pouºíva mPa · s, £o zodpovedá star²ej jednotke centipoise (cP). Voda
pri 20 ◦C má viskozitu práve 1,0mPa · s.

Závislos´ viskozity od teploty

Viskozita kvapalín a plynov sa s teplotou mení opa£ne:

� V kvapalinách sú molekuly blízko seba a viskozitu spôsobujú najmä medzimolekulové
súdrºné sily. S rastúcou teplotou majú molekuly viac energie, ©ah²ie tieto sily prekonávajú
a viskozita klesá.

� V plynoch sú medzimolekulové sily zanedbate©né. Hybnos´ medzi vrstvami prená²ajú
molekuly, ktoré sa náhodne presúvajú z jednej vrstvy do druhej. S rastúcou teplotou sa
pohybujú rýchlej²ie a viskozita rastie.

Pre vodu v rozsahu 0 ◦C aº 370 ◦C s chybou do 2,5% platí empirický vz´ah [1]

µ = a · 10 b/(T−c), a = 2,414 · 10−5 Pa · s, b = 247,8K, c = 140K. (2.10)

Pre plyny sa pouºíva Sutherlandov vz´ah

µ =
a T 1/2

1 + b/T
, (2.11)

ktorý pre vzduch s kon²tantami a = 1,458 · 10−6 kg/(m · s · K0,5) a b = 110,4K vychádza
zo ²tandardnej atmosféry [1, 26]. Pri nízkych a stredných tlakoch viskozita plynov od tlaku
prakticky nezávisí. Priebeh viskozity vzduchu ukazuje obr. 2.2.

Viskozita vody medzi 10 ◦C a 80 ◦C klesne takmer ²tvornásobne (z 1,307 na 0,355mPa · s,
tab. B.1). Viskozita zmesí voda�glykol sa mení e²te výraznej²ie (obr. 2.3). Pri−20 ◦C je viskozita
zmesi so 40% propylénglykolu asi dvadsa´krát vä£²ia ako pri 40 ◦C [30].
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Obr. 2.2. Dynamická viskozita vzduchu pod©a Sutherlandovho vz´ahu (2.11). Na rozdiel od kvapalín s
teplotou rastie.
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Obr. 2.3. Dynamická viskozita vody pod©a (2.10) a zmesí voda�propylénglykol (PG) s rôznou
objemovou koncentráciou pod©a údajov výrobcu [30]. Zvislá os je logaritmická.

2.5 Kinematická viskozita

V mnohých vz´ahoch mechaniky tekutín sa viskozita vyskytuje vo forme podielu s hustotou.
Tento podiel sa nazýva kinematická viskozita:

ν =
µ

ρ
[m2/s]. (2.12)

V praxi sa pouºíva aj jednotka mm2/s, £o zodpovedá star²ej jednotke centistokes (cSt). Pre
vodu pri 20 ◦C je ν ≈ 1,0mm2/s.

Kinematická viskozita je najdôleºitej²ou vlastnos´ou pre ur£enie reºimu prúdenia. Vystupuje v
Reynoldsovom £ísle

Re =
v D

ν
, (2.13)

ktorým sa podrobne zaoberá kap. 9.
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Pozor � £astá chyba

Vzduch má men²iu dynamickú viskozitu ako voda (asi 55× pri 20 ◦C), ale vä£²iu kinematickú
viskozitu (asi 15×), pretoºe jeho hustota je takmer tisíckrát men²ia. Kinematická viskozita
plynov závisí aj od tlaku, lebo od tlaku závisí ich hustota. Pri výpo£te ν plynu pri inom
ako atmosférickom tlaku preto nemoºno priamo pouºi´ tabu©kovú hodnotu (tab. B.2).

2.6 Newtonov zákon viskozity

Uvaºujme vrstvu tekutiny s hrúbkou h medzi dvoma rovnobeºnými doskami (obr. 2.4). Spodná
doska je nehybná. Horná doska s plochou A sa pohybuje kon²tantnou rýchlos´ou U . Tekutina
ulpieva na oboch doskách, preto má pri spodnej doske nulovú rýchlos´ a pri hornej rýchlos´ U .
Pri malej hrúbke vrstvy je rozloºenie rýchlosti medzi doskami lineárne.

pohyblivá doska, plocha A F
U

u(y) = U
y

h

y

h

pevná doska, u = 0

Obr. 2.4. Tekutina medzi pevnou a pohyblivou doskou. Na udrºanie pohybu hornej dosky je potrebná
sila F , ktorá prekonáva viskózne ²mykové napätie.

Experimenty ukazujú, ºe na udrºanie pohybu dosky je potrebná sila, ktorá je úmerná ploche a
rýchlosti a nepriamo úmerná hrúbke vrstvy: F = µAU/h. �mykové napätie τ = F/A je teda
úmerné gradientu rýchlosti. Tento poznatok platí aj pre zakrivený rýchlostný pro�l v kaºdom
bode, ak nahradíme podiel U/h deriváciou. Dostávame Newtonov zákon viskozity :

τ = µ
du

dy
. (2.14)

Tekutiny, pre ktoré je µ pri danej teplote a tlaku kon²tantná, teda nezávisí od rýchlosti
deformácie, nazývame newtonovské. Patria k nim voda, vzduch, v²etky plyny, vä£²ina olejov aj
zmesi voda�glykol.

V tejto kapitole zákon zavádzame ako materiálový vz´ah. V kap. 8 ho pouºijeme na výpo£et
rýchlostných pro�lov a tlakových strát pri laminárnom prúdení.

Príklad 2.4 � Sila na klznú dosku

Doska s plochou 0,5m2 sa posúva rýchlos´ou 1m/s po olejovom �lme hrúbky 1mm. Olej
má dynamickú viskozitu 0,1Pa · s. Akou silou treba dosku ´aha´ a aký výkon sa pritom
mení na teplo?
Rie²enie. Pri lineárnom pro�le je du/dy = U/h = 1/0,001 = 1 000/s. �mykové napätie je
τ = 0,1 · 1000 = 100Pa a sila

F = τA = 100 · 0,5 = 50N.

Výkon P = FU = 50W sa celý mení na teplo v olejovom �lme. Je to najjednoduch²í príklad
viskóznej disipácie energie, ktorá je fyzikálnou podstatou tlakových strát (kap. 8). ■
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2.7 Newtonovské a nenewtonovské tekutiny

Pri niektorých látkach nie je ²mykové napätie úmerné rýchlosti deformácie. Takéto tekutiny
nazývame nenewtonovské [1, 33]. Ich správanie opisujú tokové krivky (obr. 2.5):

� Pseudoplastické tekutiny sú pri rýchlej²ej deformácii �red²ie�. Zdanlivá viskozita s
rastúcou rýchlos´ou deformácie klesá. Patria k nim roztoky polymérov, farby a mnohé
biologické suspenzie.

� Dilatantné tekutiny sú pri rýchlej²ej deformácii �hustej²ie�. Príkladom je koncentrovaná
suspenzia ²krobu vo vode.

� Binghamove (plastické) tekutiny za£nú tiec´ aº po prekro£ení medze te£enia τ0.
Príkladmi sú zubná pasta, £erstvý betón a hustý kal.

newtonovská

pseudoplastická

dilatantná

Binghamova

τ0

rýchlos´ ²mykovej deformácie du/dy

²m
yk
ov
é
na
pä
ti
e
τ

Obr. 2.5. Tokové krivky newtonovskej a nenewtonovských tekutín.

�asto pouºívaným modelom je mocninový zákon

τ = k

(
du

dy

)n

, (2.15)

kde k je sú£inite© konzistencie a n je index toku. Pre n < 1 ide o pseudoplastickú, pre n > 1 o
dilatantnú a pre n = 1 o newtonovskú tekutinu s k = µ.

Aplikácia v OZE: bioplynové stanice

Substrát v anaeróbnom fermentore aj digestát sú suspenzie s vysokým obsahom su²iny.
Správajú sa ako pseudoplastické tekutiny, £asto s medzou te£enia. Ich zdanlivá viskozita
môºe by´ o nieko©ko rádov vy²²ia ako viskozita vody a výrazne závisí od obsahu su²iny.
Pri návrhu mie²adiel a £erpadiel substrátu preto nemoºno pouºi´ vz´ahy platné pre vodu.
Nesprávny odhad reologických vlastností vedie k poddimenzovanému pohonu alebo k vzniku
nepremie²aných zón vo fermentore.

2.8 Povrchové napätie a kapilarita

Molekuly vo vnútri kvapaliny sú pri´ahované susednými molekulami zo v²etkých strán rovnako.
Na molekuly na povrchu pôsobí výsledná sila smerom dovnútra. Povrch kvapaliny sa preto
správa ako napnutá blana. Túto vlastnos´ vyjadruje povrchové napätie σ [N/m]. Je to sila
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pôsobiaca na jednotku d¨ºky myslenej £iary na povrchu. Pre vodu v styku so vzduchom je
σ = 0,073N/m pri 20 ◦C a s rastúcou teplotou klesá [1].

Dôsledkom povrchového napätia je kapilarita. V úzkej trubici kvapalina, ktorá zmá£a stenu
(voda na skle), vystúpi nad okolitú hladinu (kapilárna elevácia). Kvapalina, ktorá stenu nezmá£a
(ortu´), naopak klesne pod hladinu (kapilárna depresia, obr. 2.6). Z rovnováhy tiaºe st¨pca a
zvislej zloºky sily povrchového napätia vyplýva vý²ka kapilárneho vzlínania:

h =
2σ cos θ

ρ g R
, (2.16)

kde R je polomer trubice a θ je kontaktný (zmá£ací) uhol. Pre vodu a £isté sklo je θ ≈ 0◦.

Príklad 2.5 � Chyba od£ítania na trubicovom manometri

Aká je kapilárna elevácia vody pri 20 ◦C v sklenej trubici s vnútorným priemerom 1mm?
Rie²enie. Pod©a (2.16) s θ = 0◦ a R = 0,5mm:

h =
2 · 0,073 · 1

998 · 9,81 · 0,000 5
= 0,030m = 30mm.

Chyba 30mm vodného st¨pca zodpovedá asi 290Pa. Pri meraní malých tlakových rozdielov
je to neprijate©né. Trubicové manometre preto majú priemer aspo¬ nieko©ko milimetrov a
obe ramená rovnaký priemer, aby sa kapilárne javy navzájom vyru²ili (kap. 3). ■

h

(a) voda: θ < 90◦

h

(b) ortu´: θ > 90◦

Obr. 2.6. Kapilarita: (a) elevácia zmá£avej kvapaliny, (b) depresia nezmá£avej kvapaliny.

V energetike sa kapilarita vyuºíva v tepelných trubiciach (heat pipes). Pouºívajú sa napríklad
vo vákuových trubicových slne£ných kolektoroch. Pracovná látka sa odparí v ohrievanej £asti,
kondenzuje v chladenej £asti a do výparníka sa vracia gravitáciou alebo kapilárnym vzlínaním v
porézne upravenej stene. Povrchové napätie ¤alej ovplyv¬uje tvorbu bublín pri vare a kavitácii
a odlu£ovanie vzduchu z vykurovacích sústav.

2.9 Tlak nasýtených pár

Nad hladinou kvapaliny v uzavretej nádobe sa ustáli rovnováha medzi molekulami, ktoré sa
odparujú, a molekulami, ktoré kondenzujú. Tlak pary v tomto stave sa nazýva tlak nasýtených
pár ps. Závisí len od teploty (obr. 2.7, tab. B.1).

Ak absolútny tlak v kvapaline klesne na hodnotu ps, kvapalina za£ne vrie´. Rovnaký jav poznáme
z beºného ºivota: pri atmosférickom tlaku 101,3 kPa voda vrie pri 100 ◦C, na vysokej hore pri
niº²ej teplote. V prúdiacej kvapaline môºe tlak lokálne klesnú´ pod ps aj pri nízkej teplote,
napríklad na sacej strane lopatiek £erpadla alebo v savke turbíny. Vzniknú parné bubliny, ktoré
sa v oblasti vy²²ieho tlaku prudko zrútia. Tento jav sa nazýva kavitácia. Spôsobuje hluk, vibrácie,
pokles ú£innosti a eróziu materiálu [33, 34]. Podrobne sa ním zaoberáme v kap. 13 a 14.
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Obr. 2.7. Tlak nasýtených pár vody v závislosti od teploty [1].

Príklad 2.6 � Riziko kavitácie na sacej strane £erpadla

�erpadlo nasáva vodu s teplotou 60 ◦C. Na vstupe do obeºného kolesa klesne absolútny tlak
na 25 kPa. Hrozí kavitácia? Ako sa situácia zmení pri teplote vody 70 ◦C?
Rie²enie. Pod©a tab. B.1 je pri 60 ◦C ps = 19,94 kPa. Tlak 25 kPa je vy²²í, rezerva je v²ak
len asi 5 kPa. Tlak v obeºnom kolese je navy²e lokálne e²te niº²í ako na vstupe. Pri 70 ◦C
je ps = 31,19 kPa, teda viac ako tlak na vstupe, a kavitácia nastane s istotou. �erpadlá
pre teplú vodu sa preto umiest¬ujú tak, aby na ich sacej strane bol dostato£ný pretlak.
Naj£astej²ie sa zara¤ujú do chladnej²ej vetvy okruhu (spiato£ky). ■

V uzavretých okruhoch OZE má tlak nasýtených pár e²te jeden význam. Ak slne£ný kolektor
neodoberá teplo, napríklad pri výpadku £erpadla alebo pri nabitom zásobníku, jeho teplota
stúpne na stagna£nú teplotu, ktorá môºe by´ výrazne nad 100 ◦C. Teplonosná kvapalina sa
v kolektore odparí vtedy, ke¤ jej teplota prekro£í teplotu varu pri tlaku v okruhu. Návrh
prevádzkového tlaku a expanznej nádoby preto vychádza z krivky tlaku nasýtených pár.

2.10 Závislos´ vlastností od teploty a tlaku

Tab. 2.2 sumarizuje, ako sa menia vlastnosti tekutín s teplotou a tlakom. Tabu©ku odporú£ame
pouºíva´ ako kontrolný zoznam pri kaºdom výpo£te.

Tabu©ka 2.2. Kvalitatívna závislos´ vlastností od teploty a tlaku (↑ rastie, ↓ klesá, ≈ prakticky
nezávisí).

kvapaliny plyny

Vlastnos´ T ↑ p ↑ T ↑ p ↑

hustota ρ ↓ (mierne) ≈ ↓ (∼ 1/T ) ↑ (∼ p)
dynamická viskozita µ ↓ (výrazne) ≈ ↑ ≈
kinematická viskozita ν ↓ (výrazne) ≈ ↑ ↓ (∼ 1/p)
povrchové napätie σ ↓ ≈ � �
tlak nasýtených pár ps ↑ (výrazne) � � �

Pri výpo£toch zariadení OZE odporú£ame:
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1. Vlastnosti volíme pri skuto£nej prevádzkovej teplote. Pri vä£²om rozdiele teplôt
medzi vstupom a výstupom zariadenia pouºijeme strednú teplotu.

2. Posudzujeme najnepriaznivej²í stav. Pri návrhu £erpadla pre okruh s nemrznúcou
zmesou je rozhodujúca najniº²ia prevádzková teplota, pri ktorej je viskozita najvä£²ia.
Pri posudzovaní kavitácie je rozhodujúca najvy²²ia teplota, pri ktorej je najvä£²í tlak
nasýtených pár.

3. Pri plynoch vºdy pracujeme s absolútnym tlakom a teplotou v kelvinoch.

4. Hodnoty pre zmesi a technické kvapaliny preberáme z údajov výrobcu. Závisia
od konkrétneho zloºenia vrátane inhibítorov korózie.

Pre výpo£ty v tabu©kovom procesore alebo v Pythone je vhodné tabu©kové hodnoty interpolova´
alebo pouºi´ aproxima£né vz´ahy, napríklad (2.10) a (2.11). Presné stavové rovnice vody sú
spracované v medzinárodnej formulácii IAPWS [31].

2.11 Vlastnosti vody, vzduchu a teplonosných médií

Voda

Voda je najdôleºitej²ou pracovnou tekutinou energetiky. Má vysokú mernú tepelnú kapacitu
(asi 4,18 kJ/(kg · K)), nízku viskozitu, je netoxická a lacná. Jej nevýhodami sú bod tuhnutia
0 ◦C, pri ktorom sa objem pri zamrznutí zvä£²í asi o 9% a potrubie môºe prasknú´, a pomerne
nízka teplota varu pri atmosférickom tlaku. Vlastnosti vody na medzi sýtosti sú v tab. B.1.
Prírodná voda v tokoch obsahuje rozpustené látky a nerozpustené £astice. Pre hydraulické
výpo£ty vodných elektrární sa v²ak jej vlastnosti od £istej vody lí²ia zanedbate©ne.

Vzduch

Vzduch je pracovnou tekutinou veterných turbín, vzduchových slne£ných kolektorov, vetracích
jednotiek s rekuperáciou a tepelných £erpadiel vzduch�voda. Pri výpo£toch ho povaºujeme za
ideálny plyn s r = 287 J/(kg · K). Vlastnosti suchého vzduchu pri atmosférickom tlaku sú v
tab. B.2. Vlhkos´ vzduchu jeho hustotu mierne zniºuje, lebo molárna hmotnos´ vodnej pary
(18 g/mol) je men²ia ako molárna hmotnos´ vzduchu.

Iné teplonosné látky

Pri vy²²ích teplotách, napríklad v koncentra£ných slne£ných elektrár¬ach alebo v priemyselných
procesoch, sa pouºívajú teplonosné oleje a roztavené soli. V jednotkách s organickým
Rankinovým cyklom (ORC), ktoré vyrábajú elektrinu z geotermálnej vody, biomasy alebo
odpadového tepla, sú pracovnou látkou organické kvapaliny s nízkou teplotou varu [8]. Ich
vlastnosti treba vºdy prevzia´ zo ²pecializovaných databáz alebo od výrobcu.

2.12 Nemrznúce zmesi a teplonosné kvapaliny v OZE

Solárne kolektory, zemné kolektory a vrty tepelných £erpadiel aj vonkaj²ie výmenníky pracujú
pri teplotách pod bodom mrazu. Namiesto vody sa v nich pouºívajú nemrznúce zmesi vody s
glykolom:
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� Propylénglykol (propán-1,2-diol) je málo toxický. Pouºíva sa v solárnych systémoch na
prípravu teplej vody a v²ade, kde hrozí kontakt s pitnou vodou alebo potravinami.

� Etylénglykol (etán-1,2-diol) má lep²ie tepelné a hydraulické vlastnosti, je v²ak toxický.
Pouºíva sa najmä v priemyselných a chladiacich okruhoch.

Technické nemrznúce zmesi obsahujú aj inhibítory korózie. Pri dlhodobom prehrievaní,
napríklad pri opakovanej stagnácii solárnych kolektorov, glykol degraduje a zmes okys©uje. Jej
stav treba preto pravidelne kontrolova´.

Vo©ba koncentrácie

Koncentrácia glykolu sa volí pod©a najniº²ej o£akávanej teploty (tab. 2.3). Treba rozli²ova´ dve
úrovne ochrany. Ochrana proti zamrznutiu znamená, ºe kvapalina zostane tekutá a £erpate©ná.
Ochrana proti roztrhnutiu pripú²´a vznik ka²ovitej zmesi ©adových kry²tálov, pri ktorej v²ak
e²te nevznikne tlak schopný po²kodi´ potrubie. Na ochranu proti roztrhnutiu sta£í niº²ia
koncentrácia. Vy²²ia koncentrácia, ako je nevyhnutné, zbyto£ne zhor²uje vlastnosti zmesi.

Tabu©ka 2.3. Bod tuhnutia zmesi voda�propylénglykol (inhibovaný propylénglykol) v závislosti od
objemovej koncentrácie; typické hodnoty výrobcu [30].

obj. % tt [◦C] obj. % tt [◦C]

10,0 −3,3 36,0 −16,4
20,3 −7,1 41,4 −21,1
25,5 −9,6 46,7 −26,7
30,7 −12,7 52,2 −33,5

Vplyv glykolu na prúdenie a prenos tepla

Pridanie glykolu mení v²etky vlastnosti dôleºité pre hydrauliku (tab. 2.4):

� hustota mierne vzrastie (o 2% aº 5%),

� merná tepelná kapacita klesne (pri 40% asi o 10%),

� viskozita vzrastie nieko©konásobne. Pri nízkych teplotách je nárast rádovo desa´násobný.

Tabu©ka 2.4. Porovnanie vlastností vody a zmesi so 40% obj. propylénglykolu [1, 30].

40 ◦C 10 ◦C

voda PG 40% voda PG 40%

ρ [kg/m3] 992,1 1026,5 999,7 1042,1
cp [kJ/(kg ·K)] 4,179 3,768 4,194 3,668
µ [mPa · s] 0,653 2,239 1,307 7,217
ν [mm2/s] 0,658 2,181 1,307 6,926

Tieto zmeny sa prejavia dvoma spôsobmi. Men²ia merná tepelná kapacita znamená, ºe na
prenos rovnakého tepla pri rovnakom rozdiele teplôt treba pod©a (1.1) vä£²í prietok. Vä£²ia
viskozita znamená men²ie Reynoldsovo £íslo, vä£²í sú£inite© trenia a teda vä£²iu tlakovú stratu
pri danom prietoku. Oba vplyvy zvy²ujú príkon £erpadla. Nasledujúci príklad ich vy£ísli. Vz´ahy
pre tlakovú stratu tu len pouºijeme, odvodíme ich v kap. 10.
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Príklad 2.7 � Voda alebo nemrznúca zmes v solárnom okruhu

Solárnym okruhom s potrubím vnútorného priemeru D = 20mm a ekvivalentnej d¨ºky L =
50m sa má prená²a´ tepelný tok 10 kW pri rozdiele teplôt 8K. Stredná teplota kvapaliny je
40 ◦C. Porovnajte prietok, tlakovú stratu a hydraulický výkon pre vodu a pre zmes so 40%
propylénglykolu. Pri turbulentnom prúdení v hladkom potrubí pouºite Blasiov vz´ah pre
sú£inite© trenia λ = 0,3164Re−1/4 a Darcyho�Weisbachovu rovnicu ∆p = λ (L/D) ρv2/2.
Rie²enie. Postup pre vodu (vlastnosti z tab. 2.4):

ṁ =
10 000

4179 · 8
= 0,299 kg/s, Q =

0,299

992,1
= 3,02 · 10−4m3/s,

v =
Q

πD2/4
= 0,960m/s, Re =

vD

ν
=

0,960 · 0,02
0,658 · 10−6

= 29 200,

λ = 0,3164 · 29 200−1/4 = 0,024 2, ∆p = 0,0242 · 50

0,02
· 992,1 · 0,960

2

2
= 27,7 kPa.

Rovnakým postupom pre zmes dostaneme výsledky v tabu©ke:

ṁ [kg/s] v [m/s] Re λ ∆p [kPa] Ph [W]

voda 0,299 0,960 29 200 0,0242 27,7 8,3
PG 40% 0,332 1,029 9 400 0,0321 43,6 14,1

Pri nemrznúcej zmesi treba o 11% vä£²í hmotnostný prietok. Tlaková strata vzrastie o 58%
a hydraulický výkon £erpadla o 69%, hoci hustota sa zmenila len o 3,5%. Rozhodujúci je
nárast viskozity.
Pri 10 ◦C, napríklad pri rannom rozbehu systému, je kinematická viskozita zmesi viac ako
trikrát vä£²ia ako pri 40 ◦C. Reynoldsovo £íslo klesne na hodnotu okolo 3 000, teda do
prechodovej oblasti medzi laminárnym a turbulentným prúdením (kap. 9). Sú£inite© trenia
sa v tejto oblasti nedá spo©ahlivo ur£i´. �erpadlo v²ak musí aj v tomto stave zabezpe£i´
potrebný prietok. ■

Obidva vplyvy koncentrácie glykolu zhrnuje obr. 2.8. Vy²²ia koncentrácia síce zlep²uje ochranu
proti zamrznutiu, ale príkon £erpadla pri 50% je uº dvojnásobkom príkonu pri vode.
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Obr. 2.8. (a) Bod tuhnutia zmesi voda�propylénglykol [30], (b) pomerný hydraulický výkon £erpadla
v okruhu z pr. 2.7 v závislosti od koncentrácie pri 40 ◦C.
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Aplikácia v OZE: odpove¤ na úvodnú otázku

Po nahradení vody nemrznúcou zmesou sa hustota zmení len málo, ale viskozita vzrastie
nieko©konásobne a merná tepelná kapacita klesne. Na prenos rovnakého tepla treba vä£²í
prietok. Pri tomto prietoku je Reynoldsovo £íslo men²ie a sú£inite© trenia vä£²í, takºe tlaková
strata okruhu výrazne vzrastie. �erpadlo pracujúce na rovnakej charakteristike sa posunie
do bodu s men²ím prietokom (kap. 13), kolektor nie je dostato£ne chladený a jeho teplota
stúpa. Kaºdé zvý²enie koncentrácie glykolu nad nevyhnutnú mieru preto zvy²uje tlakové
straty a spotrebu elektriny £erpadla. Pri nízkych teplotách je tento vplyv najvä£²í.

Zhrnutie kapitoly

� Hustota kvapalín závisí najmä od teploty. Voda sa medzi 20 ◦C a 80 ◦C roztiahne asi o
2,7%, £o musí zachyti´ expanzná nádoba.

� Hustota plynov sa riadi stavovou rovnicou ρ = p/(rT ) s absolútnym tlakom a teplotou.
Hustota vzduchu klesá s nadmorskou vý²kou, a s ¬ou aj výkon veternej turbíny.

� Objemový modul pruºnosti vody je pribliºne 2,1GPa. Kvapaliny preto v hydraulike
povaºujeme za nestla£ite©né. Stla£ite©nos´ sa v²ak prejaví pri hydraulickom ráze a pri
ohreve uzavretej kvapaliny.

� Newtonov zákon viskozity τ = µdu/dy je materiálovým vz´ahom newtonovských tekutín.
Viskozita kvapalín s teplotou klesá, viskozita plynov rastie.

� Reºim prúdenia ur£uje kinematická viskozita ν = µ/ρ prostredníctvom Reynoldsovho
£ísla.

� Povrchové napätie spôsobuje kapilaritu, ktorá ovplyv¬uje meranie tlaku a vyuºíva sa v
tepelných trubiciach.

� Ak tlak kvapaliny klesne na tlak nasýtených pár, vzniká var a kavitácia.

� Nemrznúce zmesi majú výrazne vä£²iu viskozitu a men²iu mernú tepelnú kapacitu ako
voda. Zvy²ujú preto tlakové straty a spotrebu £erpadla, najmä pri nízkych teplotách.

Kontrolné otázky

1. De�nujte hustotu v bode tekutiny. Pre£o potrebujeme hypotézu kontinua?

2. Ako súvisí sú£inite© objemovej roz´aºnosti so zmenou hustoty? Aký má jeho hodnota
význam pre návrh expanznej nádoby?

3. Pre£o je bioplyn z h©adiska bezpe£nosti nebezpe£nej²í ako £istý metán, hoci obsahuje
menej hor©avej zloºky?

4. �o vyjadruje objemový modul pruºnosti? Pre£o kvapaliny v hydraulike povaºujeme za
nestla£ite©né a kedy túto idealizáciu nemoºno pouºi´?

5. Vysvetlite na úrovni molekúl, pre£o viskozita kvapalín s teplotou klesá a viskozita plynov
rastie.

6. Aký je rozdiel medzi dynamickou a kinematickou viskozitou? Ktorá z nich rozhoduje o
reºime prúdenia?
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7. Zapí²te Newtonov zákon viskozity a vysvetlite význam jednotlivých veli£ín. Ktoré tekutiny
ho nesp¨¬ajú?

8. Pre£o sa na meranie tlaku nepouºívajú trubice s priemerom 1mm?

9. Kedy vzniká kavitácia? Pre£o sa £erpadlá solárnych okruhov zara¤ujú do spiato£ky?

10. Pre£o sa zmenou koncentrácie glykolu zvý²i spotreba £erpadla, hoci sa hustota zmesi
zmení len málo?

Úlohy na precvi£enie

1. Uzavretý vykurovací systém obsahuje 250L vody s teplotou 10 ◦C. O ko©ko sa zvä£²í objem
vody pri ohreve na 70 ◦C? (Hustoty z tab. B.1.) [5,7L]

2. Ur£te hustotu vzduchu pri teplote −10 ◦C a tlaku 95 kPa (r = 287 J/(kg · K)). O ko©ko
percent sa lí²i od hustoty ²tandardnej atmosféry na úrovni mora? [1,258 kg/m3; +2,7%]

3. Aký tlak treba na zmen²enie objemu vody o 0,5%? (K = 2,1 · 109 Pa) [10,5MPa]

4. Pomocou vz´ahu (2.10) vypo£ítajte viskozitu vody pri 25 ◦C a 55 ◦C a porovnajte s
hodnotami interpolovanými z tab. B.1. [0,890mPa · s; 0,501mPa · s]

5. Pomocou Sutherlandovho vz´ahu (2.11) vypo£ítajte dynamickú viskozitu vzduchu pri 0 ◦C
a 40 ◦C. [1,716 · 10−5 Pa · s; 1,908 · 10−5 Pa · s]

6. Hriade© s priemerom 80mm sa otá£a v loºisku d¨ºky 100mm s radiálnou vô©ou 0,2mm
naplnenou olejom s viskozitou 0,05Pa · s. Otá£ky sú 1 500/min. Ur£te trecí moment
a stratový výkon. (Vô©u povaºujte za rovinnú ²trbinu s lineárnym pro�lom rýchlosti.)
[1,58N ·m; 248W]

n

D = 80mm

vô©a 0,2mm (olej)

L = 100mm

7. Aká je kapilárna elevácia vody pri 20 ◦C v trubici s priemerom 6mm? [5,0mm]

8. �erpadlo nasáva vodu s teplotou 80 ◦C. Aký najmen²í absolútny tlak musí by´ na jeho
vstupe, ak poºadujeme rezervu 30 kPa nad tlakom nasýtených pár? [77,4 kPa]

9. Zopakujte výpo£et z pr. 2.7 pre zmes s 30% propylénglykolu pri 40 ◦C (ρ = 1019,6 kg/m3,
cp = 3,903 kJ/(kg ·K), µ = 1,630mPa · s). [Re ≈ 12 500; ∆p ≈ 38,1 kPa; Ph ≈ 12,0W]

10. V tabu©kovom procesore alebo v Pythone zostrojte graf závislosti hydraulického výkonu
z pr. 2.7 od koncentrácie glykolu (0%, 30%, 40% a 50%) pri 40 ◦C. Údaje pre zmesi
prevezmite z tab. B.3.
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Kapitola 3

Tlak a hydrostatika

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent vypo£íta tlakové pomery v pokojnej tekutine, ur£í tlak
z údajov manometra a vypo£íta ve©kos´ a pôsobisko hydrostatických síl na rovinné a
zakrivené plochy. Vie tieto poznatky pouºi´ pri návrhu expanznej nádoby, pri posúdení
tlaku v okruhoch OZE a pri výpo£te za´aºenia uzáverov a hatí malých vodných elektrární.

K©ú£ové pojmy

tlak, absolútny tlak, pretlak, podtlak, hydrostatická rovnica, piezometrická vý²ka,
manometer, Pascalov zákon, tlaková sila, ´aºisko, pôsobisko tlakovej sily, za´aºovací obrazec,
vztlak, expanzná nádoba

Hydrostatika sa zaoberá tekutinami v pokoji. Tekutina v pokoji nemôºe prená²a´ ²mykové
napätie (odd. 1.2). Na kaºdú plochu preto pôsobí iba kolmým tlakom. Táto jednoduchá situácia
má v energetike ve©ký praktický význam. Hydrostatika ur£uje tlak v uzavretých okruhoch
a nádrºiach, silu vody na hrádze, hate a uzávery, ale aj spád vodnej elektrárne. Zárove¬ je
základom merania tlaku. Výklad nadväzuje na [1, 5]. Aplikácie na hate vychádzajú z [22, 23].

Na zamyslenie

Pre£o musí by´ v uzavretom vykurovacom okruhu rodinného domu pretlak asi 1,5 bar aº
2 bar, hoci voda v ¬om len obieha a nikam ju ne£erpáme do vý²ky? A pre£o sa segmentový
uzáver hate s hmotnos´ou nieko©kých ton dá zdvihnú´ pomerne malou silou, hoci na¬ tla£í
voda silou stoviek kilonewtonov?

3.1 De�nícia tlaku

Tlak je podiel normálovej (kolmej) sily a plochy, na ktorú táto sila pôsobí. V bode ho de�nujeme
limitou

p = lim
∆A→0

∆Fn

∆A
=

dFn

dA
[Pa = N/m2]. (3.1)

Tlak je skalár. V pokojnej tekutine má v danom bode rovnakú hodnotu vo v²etkých smeroch.
Dá sa to dokáza´ rovnováhou malého klinového elementu, pretoºe pri zmen²ovaní elementu sa
jeho tiaº zmen²uje rýchlej²ie ako sily na jeho steny [1]. Smer má aº sila, ktorou tlak pôsobí na
konkrétnu plochu: dF = −pndA, kde n je vonkaj²ia normála plochy.

35
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V technickej praxi sa okrem pascalu pouºívajú aj ¤al²ie jednotky (tab. 3.1). Najmä pri star²ích
prístrojoch a údajoch výrobcov treba jednotky správne prepo£íta´.

Tabu©ka 3.1. Prepo£et beºných jednotiek tlaku.

Jednotka Zna£ka Hodnota v Pa

kilopascal kPa 1 000
megapascal MPa 106

bar bar 105

fyzikálna atmosféra atm 101 325
milimeter vodného st¨pca mm v. st. 9,81
meter vodného st¨pca m v. st. 9 810
milimeter ortu´ového st¨pca mmHg 133,3

3.2 Absolútny, atmosférický a pretlakový tlak

Tlak môºeme mera´ od dvoch rôznych nulových úrovní (obr. 3.1):

� Absolútny tlak p sa meria od absolútnej nuly, teda od tlaku dokonalého vákua. Je vºdy
kladný.

� Pretlak pe je rozdiel absolútneho tlaku a atmosférického tlaku pa, ak je absolútny tlak
vä£²í ako atmosférický: pe = p− pa.

� Podtlak pv je rozdiel atmosférického tlaku a men²ieho absolútneho tlaku: pv = pa − p.

absolútna nula (p = 0)

atmosférický tlak pa

A

pe (pretlak)

pA (absolútny)

B

pv (podtlak)

pB (absolútny)

pa

Obr. 3.1. Vz´ah medzi absolútnym tlakom, pretlakom a podtlakom.

Atmosférický tlak meria barometer. Nie je kon²tantný. Mení sa s po£asím v rozsahu nieko©kých
percent a klesá s nadmorskou vý²kou. Normálny atmosférický tlak na úrovni mora je 101 325Pa
[26]. Beºné manometre ukazujú pretlak, pretoºe na ich meracie ústrojenstvo pôsobí z druhej
strany atmosféra.

Pozor � £astá chyba

Absolútny tlak treba vºdy pouºi´ v stavovej rovnici plynov (kap. 2 a 15), pri porovnaní s
tlakom nasýtených pár (kavitácia) a pri výpo£te expanznej nádoby (odd. 3.11). Pri tlakových
rozdieloch a stratách je jedno, £i po£ítame s absolútnym tlakom alebo s pretlakom. Pri zápise
je vhodné uvádza´, o ktorý tlak ide, napr. �2,5 bar pretlak� alebo �3,5 bar abs.�.
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3.3 Hydrostatická rovnica

Uvaºujme v pokojnej tekutine malý element tvaru hranola s vodorovnou plochou podstavy dA
a vý²kou dz (obr. 3.2). Os z smeruje zvisle nahor. Na element pôsobia tlakové sily na podstavy
a jeho tiaº. Sily na bo£né steny sa vo vodorovnom smere navzájom ru²ia.

z

x

dz

dx

(
p+

dp

dz
dz

)
dA

p dA

dG = ρg dAdz

Obr. 3.2. Zvislé sily pôsobiace na element pokojnej tekutiny.

Rovnováha síl v smere osi z:

p dA−
(
p+

dp

dz
dz

)
dA− ρ g dAdz = 0.

Po úprave dostaneme hydrostatickú rovnicu:

dp

dz
= −ρ g. (3.2)

Tlak v pokojnej tekutine teda klesá smerom nahor, a to tým rýchlej²ie, £ím je tekutina hustej²ia.
Vo vodorovnom smere sa tlak nemení. V²etky body na tej istej vodorovnej rovine v spojitej
pokojnej tekutine majú rovnaký tlak. Takúto plochu nazývame hladinová plocha.

Vo vektorovom tvare má rovnica tvar ∇p = ρ g. Tento zápis ukazuje, ºe gradient tlaku má
smer tiaºového zrýchlenia. Je to najjednoduch²í prípad v²eobecnej rovnice hybnosti, ku ktorej
sa vrátime v kap. 7 a 8.

3.4 Zmena tlaku s h¨bkou

Kvapaliny

Pri kon²tantnej hustote môºeme rovnicu (3.2) integrova´ medzi dvoma bodmi:

p2 − p1 = −ρ g (z2 − z1). (3.3)

Ak meriame h¨bku h od vo©nej hladiny, na ktorej pôsobí tlak p0, dostaneme známy vz´ah

p = p0 + ρ g h. (3.4)

Tlak v kvapaline rastie s h¨bkou lineárne a nezávisí od tvaru nádoby (tzv. hydrostatický
paradox).
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Rovnicu (3.3) moºno zapísa´ aj v tvare

z +
p

ρg
= kon²t. (3.5)

Sú£et geodetickej vý²ky z a tlakovej vý²ky p/(ρg) sa nazýva piezometrická vý²ka. V pokojnej
kvapaline je rovnaká v kaºdom bode. Pri prúdení sa pozd¨º potrubia mení a jej priebeh opisuje
piezometrická £iara (kap. 6).

Vplyv zmeny hustoty

Ak sa hustota mení s vý²kou, napríklad pre rozdielnu teplotu, rovnicu (3.2) integrujeme po
£astiach. Rozdiel hustôt dvoch st¨pcov kvapaliny s rovnakou vý²kou H vytvára hnací tlakový
rozdiel

∆p = (ρs − ρt) g H, (3.6)

kde ρs je hustota studeného a ρt hustota teplého st¨pca (obr. 3.3). Na tomto princípe pracujú
samotíºne (termosifónové) solárne systémy, prirodzený ´ah komínov a solárne komíny.

Príklad 3.1 � Hnací tlak termosifónového systému

V termosifónovom solárnom systéme je zásobník 2m nad kolektorom. V stúpacom potrubí
má voda teplotu 60 ◦C, vo vratnom 20 ◦C. Aký tlakový rozdiel pohá¬a cirkuláciu?
Porovnajte ho s ´ahom komína vý²ky 10m s vnútornou teplotou spalín 40 ◦C pri vonkaj²ej
teplote 0 ◦C. (Spaliny uvaºujte s vlastnos´ami vzduchu.)
Rie²enie. Pod©a (3.6) s hustotami z tab. B.1:

∆p = (998,0− 983,3) · 9,81 · 2 = 288Pa.

Pre komín s hustotami z tab. B.2:

∆p = (1,292− 1,127) · 9,81 · 10 = 16Pa.

Oba tlaky sú ve©mi malé. Obehové £erpadlo solárneho okruhu vytvára rozdiel tlakov
desiatky kilopascalov. Samotíºne systémy preto musia ma´ potrubie s ve©kým priemerom a
minimálnymi odpormi (kap. 10 a 11). ■

zásobník

ρt
ρs

H
∆p = (ρs − ρt) g H

Obr. 3.3. Termosifónový solárny systém: teplej²ia a ©ah²ia kvapalina v stúpacom potrubí a studen²ia
v zostupnom potrubí vytvárajú hnací tlak ∆p.

Plyny

Hustota plynov je malá, preto sa tlak v plyne mení s vý²kou pomaly. V nádobách a potrubiach
beºných rozmerov povaºujeme tlak plynu za kon²tantný. Pri ve©kých vý²kových rozdieloch,
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napríklad v atmosfére, treba zoh©adni´, ºe hustota plynu klesá s tlakom. Pre izotermickú
atmosféru dosadením ρ = p/(rT ) do (3.2) a integráciou dostaneme

p = p0 exp
(
− g z

r T

)
. (3.7)

Skuto£ná atmosféra nie je izotermická. Teplota v troposfére klesá pribliºne o 6,5K na 1 km.
Tento priebeh opisuje ²tandardná atmosféra [26].

3.5 Manometre a meranie tlaku

Kvapalinové manometre

Kvapalinové manometre vyuºívajú priamo hydrostatickú rovnicu. Tlak alebo tlakový rozdiel
ur£íme z vý²ky st¨pca kvapaliny so známou hustotou.

� Piezometrická trubica je zvislá trubica pripojená k potrubiu alebo nádobe. Vý²ka
st¨pca h udáva pretlak pe = ρgh. Hodí sa len pre malé pretlaky kvapalín.

� U-manometer obsahuje manometrickú kvapalinu s vä£²ou hustotou ρm (voda, ortu´,
farbený lieh). Umoº¬uje mera´ vä£²ie tlaky, podtlaky aj tlakové rozdiely.

� �ikmý mikromanometer má jedno rameno sklonené pod malým uhlom. Posun menisku
pozd¨º ramena je preto vä£²í ako vý²kový rozdiel, £o umoº¬uje presnej²ie od£íta´ malé
tlaky, napríklad vo vzduchotechnike.

� Barometer meria atmosférický tlak ako vý²ku ortu´ového st¨pca nad vákuom.

Pri výpo£te tlaku z údajov manometra postupujeme po kvapalinovom st¨pci od jedného konca
k druhému. Pri kaºdom posune nadol tlak zvä£²íme o ρg∆z, pri posune nahor ho zmen²íme. V
spojitej kvapaline majú body na rovnakej vý²ke rovnaký tlak.

Q prvok

1 2

h

manometrická kvapalina ρm

prúdiaca kvapalina ρ

Obr. 3.4. Diferen£ný U-manometer na meranie tlakovej straty prvku potrubia (ventil, �lter, výmenník,
prietokomer).

Pre diferen£ný manometer na obr. 3.4 postupujeme od bodu 1 nadol k spodnej hladine
manometrickej kvapaliny, potom po manometrickej kvapaline nahor o h a znovu po prúdiacej
kvapaline nahor k bodu 2. �leny s rovnakou vý²kou prúdiacej kvapaliny sa vyru²ia a dostaneme

p1 − p2 = (ρm − ρ) g h. (3.8)

Ak sú body 1 a 2 v rôznej vý²ke, pribudne £len ρg(z2 − z1).
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Príklad 3.2 � Meranie tlakovej straty ortu´ovým manometrom

Na meranie tlakovej straty výmenníka tepla s vodou (ρ = 998 kg/m3) je pripojený ortu´ový
U-manometer (ρm = 13 600 kg/m3). Rozdiel hladín ortuti je 120mm. Ur£te tlakovú stratu.
Rie²enie. Pod©a (3.8):

∆p = (13600− 998) · 9,81 · 0,12 = 14,8 kPa.

Ak by sme omylom pouºili iba hustotu ortuti, dostali by sme 16,0 kPa, teda chybu 8%.
St¨pec vody nad ortu´ou v ramene s niº²ím tlakom treba vºdy odpo£íta´. ■

Mechanické a elektronické tlakomery

V technickej praxi sa naj£astej²ie pouºívajú deforma£né manometre. V Bourdonovom
manometri sa pôsobením tlaku narovnáva zakrivená trubica a jej pohyb sa prená²a na
ru£i£ku. V membránových manometroch sa deformuje membrána. V meracích a riadiacich
systémoch sa pouºívajú elektronické sníma£e tlaku, ktoré deformáciu membrány premie¬ajú na
elektrický signál tenzometrom, piezoelektrickým alebo kapacitným prvkom. Sníma£e merajú
pretlak, absolútny tlak alebo tlakový rozdiel. Podrobný preh©ad metód merania tlaku uvádza
[14].

3.6 Pascalov zákon

Z rovnice (3.4) vyplýva, ºe ak na vo©nej hladine zvý²ime tlak p0 o hodnotu∆p, zvý²i sa o rovnakú
hodnotu tlak v kaºdom bode kvapaliny. Toto je Pascalov zákon: tlak vyvolaný vonkaj²ou silou
sa v pokojnej kvapaline ²íri rovnako v²etkými smermi.

Na Pascalovom zákone je zaloºený hydraulický lis a hydraulické zdviháky. Sila F1 na malom
piesti s plochou A1 vyvolá tlak p = F1/A1, ktorý na ve©kom piesti s plochou A2 vytvorí silu

F2 = F1
A2

A1
. (3.9)

Energia sa pritom nezískava. Ve©ký piest sa posunie o to©ko menej, o ko©ko je sila vä£²ia.

Pre energetické okruhy má Pascalov zákon iný, ve©mi praktický význam. Tlak v uzavretom
okruhu ur£uje jedno miesto, v ktorom je okruh spojený so zariadením na udrºiavanie tlaku,
naj£astej²ie s expanznou nádobou. Takéto miesto sa nazýva neutrálny bod. Tlak v ostatných
miestach okruhu sa od tlaku v neutrálnom bode lí²i o hydrostatický rozdiel pod©a vý²ky a po£as
prevádzky aj o tlakové rozdiely vyvolané £erpadlom a stratami.

Príklad 3.3 � Tlak v okruhu viacpodlaºnej budovy

Expanzná nádoba vykurovacieho okruhu je v kotolni v suteréne. Najvy²²ie vykurovacie
teleso je 14m nad ¬ou. V najvy²²om bode má by´ pretlak aspo¬ 0,5 bar, aby sa do okruhu
nenasával vzduch a voda nevrela. Aký najmen²í pretlak musí by´ v neutrálnom bode pri
ne£innom £erpadle? (ρ = 1000 kg/m3)
Rie²enie. Pod©a (3.3) je tlak v neutrálnom bode vä£²í o hydrostatický tlak st¨pca vý²ky
14m:

pe,N = pe,H + ρgH = 50 000 + 1000 · 9,81 · 14 = 187 kPa ≈ 1,9 bar.

Tým je zodpovedaná prvá otázka zo za£iatku kapitoly. Pretlak v okruhu nie je potrebný na
�dopravu vody do vý²ky�. Je potrebný preto, aby v najvy²²om bode okruhu neklesol tlak
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pod atmosférický. ■

N

H

vý²ka

pretlak

0,5 bar v najvy²²om bode

1,9 bar v bode N

14m

Obr. 3.5. Uzavretý vykurovací okruh budovy s expanznou nádobou v neutrálnom bode N a priebeh
pretlaku po vý²ke pri ne£innom £erpadle (pr. 3.3).

3.7 Hydrostatická sila na rovinnú plochu

Uvaºujme rovinnú plochu s obsahom A, ktorá je ponorená do kvapaliny a zviera s hladinou uhol
α (obr. 3.6). Súradnicu y meriame pozd¨º roviny plochy od priese£níka s hladinou. H¨bka bodu
je h = y sinα. Na hladinu aj na druhú stranu plochy pôsobí atmosférický tlak, ktorého ú£inok
sa ru²í. Preto po£ítame len s pretlakom p = ρgh.

C

F

P

y

yC

hC

α

p = ρgh

Obr. 3.6. Hydrostatická sila na ²ikmú rovinnú plochu. C je ´aºisko plochy, P je pôsobisko sily.

Elementárna sila na plô²ku dA je dF = ρghdA = ρg sinα y dA. V²etky elementárne sily sú
rovnobeºné (kolmé na plochu), preto ich môºeme priamo s£íta´:

F = ρg sinα

∫
A
y dA = ρg sinα yCA,

kde sme vyuºili de�níciu ´aºiska
∫
A y dA = yCA. Ke¤ºe yC sinα = hC je h¨bka ´aºiska,

dostávame
F = ρ g hC A = pC A. (3.10)

Ve©kos´ hydrostatickej sily na rovinnú plochu sa rovná sú£inu tlaku v ´aºisku plochy a jej obsahu.
Nezávisí od sklonu plochy ani od tvaru nádoby.
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Ak na hladine pôsobí tlak odli²ný od tlaku na druhej strane plochy, napríklad v uzavretej nádobe
s plynom pod tlakom p0, pripo£ítame k sile £len (p0 − pa)A. Ten pôsobí v ´aºisku plochy.

3.8 Poloha pôsobiska tlakovej sily

Tlak rastie s h¨bkou. Pôsobisko výslednej sily P preto leºí hlb²ie ako ´aºisko C. Jeho polohu
ur£íme z rovnosti momentov k osi v hladine:

F yP =

∫
A
y dF = ρg sinα

∫
A
y2 dA = ρg sinα Ix,

kde Ix je kvadratický moment plochy k osi v hladine. Pod©a Steinerovej vety je Ix = IC + y2CA,
kde IC je kvadratický moment k rovnobeºnej osi cez ´aºisko. Po dosadení (3.10) dostaneme

yP = yC +
IC
yC A

. (3.11)

S rastúcou h¨bkou sa rozdiel yP − yC zmen²uje. Pri hlboko ponorenej ploche takmer splýva s
´aºiskom. Kvadratické momenty naj£astej²ích tvarov sú v tab. 3.2. Pre plochy súmerné pod©a
zvislej osi leºí pôsobisko na tejto osi.

Tabu©ka 3.2. Obsah a kvadratický moment IC k vodorovnej osi cez ´aºisko.

Tvar A IC

obd¨ºnik ²írky b a vý²ky a b a b a3/12
kruh s priemerom D πD2/4 πD4/64
trojuholník so základ¬ou b a vý²kou a b a/2 b a3/36

Za´aºovací obrazec

Pre obd¨ºnikové plochy s vodorovnou hornou hranou, akými sú steny nádrºí, stavidlá a hate, je
názornej²í gra�cký postup. Rozloºenie pretlaku pozd¨º vý²ky steny nakreslíme ako za´aºovací
obrazec (v hydrotechnike aj poradnica tlaku). Pre zvislú stenu siahajúcu od hladiny je to
trojuholník s najvä£²ou hodnotou ρgh pri dne. Sila na jednotku ²írky steny (obr. 3.7) sa rovná
ploche obrazca a pôsobí v jeho ´aºisku:

F ′ = 1
2 ρ g h

2 [N/m], pôsobisko vo vý²ke h/3 nade dnom. (3.12)

V hydrotechnickej praxi sa objemová tiaº vody £asto zaokrúh©uje na γ = ρg = 10 kN/m3 [22].

Príklad 3.4 � Sila na tabu©ové stavidlo

Zvislé obd¨ºnikové stavidlo ²írky b = 2m uzatvára prívodný kanál malej vodnej elektrárne.
H¨bka vody pred stavidlom je h = 3m, za stavidlom nie je voda. Ur£te ve©kos´ a pôsobisko
hydrostatickej sily.
Rie²enie. �aºisko stavidla je v h¨bke hC = 1,5m. Pod©a (3.10):

F = ρghCA = 1000 · 9,81 · 1,5 · (2 · 3) = 88,3 kN.

Pôsobisko pod©a (3.11) (zvislá stena, y = h):

yP = 1,5 +
2 · 33/12
1,5 · 6

= 1,5 + 0,5 = 2,0m.



3.9. HYDROSTATICKÁ SILA NA ZAKRIVENÚ PLOCHU 43

Sila pôsobí v h¨bke 2m, teda v jednej tretine vý²ky nade dnom, v súlade s (3.12). Stavidlo
sa pri zdvíhaní pritlá£a k dráºkam touto silou. Trenie v dráºkach preto výrazne zvy²uje silu
potrebnú na zdvihnutie [22]. ■

ρgh

F ′ = 1
2
ρgh2

h/3

h

Obr. 3.7. Trojuholníkový za´aºovací obrazec na zvislom stavidle. Výslednica sa rovná ploche obrazca
a pôsobí vo vý²ke h/3 nade dnom.

Príklad 3.5 � Kruhový revízny otvor v stene nádrºe

Vo zvislej stene akumula£nej nádrºe je kruhový revízny otvor s priemerom 0,6m. Jeho stred
je 3m pod hladinou. Ur£te silu na veko a vzdialenos´ jej pôsobiska od stredu otvoru.
Rie²enie. A = π · 0,62/4 = 0,283m2, F = 1000 · 9,81 · 3 · 0,283 = 8,32 kN.

yP − yC =
IC
yCA

=
πD4/64

yC πD2/4
=

D2

16 yC
=

0,36

48
= 7,5mm.

Pôsobisko je len 7,5mm pod stredom otvoru. Pri výpo£te skrutiek veka ho moºno stotoºni´
so stredom. ■

3.9 Hydrostatická sila na zakrivenú plochu

Na zakrivenú plochu pôsobia elementárne tlakové sily v rôznych smeroch. Nemoºno ich preto
s£íta´ priamo. Výslednicu ur£íme pomocou jej vodorovnej a zvislej zloºky [1]:

� Vodorovná zloºka FH sa rovná sile na priemet zakrivenej plochy do zvislej roviny.
Vypo£ítame ju ako silu na rovinnú plochu pod©a (3.10) a jej pôsobisko pod©a (3.11).

� Zvislá zloºka FV sa rovná tiaºi kvapaliny nad zakrivenou plochou aº po hladinu: FV =
ρgV . Ak je kvapalina pod plochou, uvaºujeme �ktívny objem medzi plochou a úrov¬ou
hladiny. Sila potom smeruje nahor. Zvislá zloºka pôsobí v ´aºisku tohto objemu.

Ve©kos´ výslednice je F =
√
F 2
H + F 2

V a jej sklon tanφ = FV /FH . Kaºdá elementárna tlaková
sila je kolmá na plochu. Na kruhovej valcovej ploche preto v²etky prechádzajú osou valca, a
teda aj výslednica prechádza stredom krivosti.

Príklad 3.6 � Sila na valcovú stenu

Stena nádrºe má tvar ²tvr´valca s polomerom R = 2m a ²írkou b = 3m (obr. 3.8). Hladina
vody je vo vý²ke horného okraja zakrivenej £asti. Ur£te zloºky a výslednicu hydrostatickej
sily.
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S

FH

FV

F

R ²írka b

Obr. 3.8. Hydrostatická sila na zakrivenú stenu tvaru ²tvr´valca. Výslednica F prechádza stredom
krivosti S.

Rie²enie. Priemet steny do zvislej roviny je obd¨ºnik s vý²kou R a ²írkou b s ´aºiskom v
h¨bke R/2:

FH = ρg
R

2
Rb = 1000 · 9,81 · 1 · 2 · 3 = 58,9 kN.

Nad zakrivenou stenou je voda v objeme ²tvr´valca:

FV = ρg
πR2

4
b = 1000 · 9,81 · π · 3 = 92,5 kN.

Výslednica má ve©kos´ F =
√
58,92 + 92,52 = 109,6 kN, sklon φ = arctan(92,5/58,9) =

57,5◦ od vodorovnej roviny a prechádza stredom krivosti S. ■

Aplikácia v OZE: segmentový uzáver hate

Segmentový uzáver má hradiacu stenu tvaru £asti valcovej plochy, ktorá je ramenami
pripojená k £apom v pilieroch. Os £apov je totoºná s osou valcovej plochy. Pod©a
predchádzajúceho výkladu preto výslednica síl od tlaku vody prechádza osou otá£ania. Tlak
vody nevytvára k £apom nijaký moment a na zdvihnutie uzáveru sta£í sila, ktorá prekoná
jeho tiaº a trenie v £apoch a tesneniach [22]. Tým je zodpovedaná druhá otázka zo za£iatku
kapitoly. Tabu©ové stavidlo sa naproti tomu zdvíha po dráºkach, ku ktorým je pritlá£ané
celou hydrostatickou silou.

3.10 Archimedov zákon a vztlak

Teleso ponorené do kvapaliny je nad©ah£ované silou, ktorá sa rovná tiaºi kvapaliny rovnakého
objemu, ako je ponorený objem telesa (Archimedov zákon):

Fvz = ρ g Vp. (3.13)

Zákon je priamym dôsledkom predchádzajúceho výkladu. Vodorovné zloºky tlakových síl na
povrch telesa sa ru²ia. Zvislá zloºka sa rovná rozdielu tlakových síl na spodnú a hornú £as´
povrchu, teda tiaºi kvapaliny v objeme telesa. Vztlaková sila pôsobí v ´aºisku ponoreného
objemu, ktoré sa nazýva centrum vztlaku.

Teleso pláva, ak je jeho tiaº men²ia ako vztlaková sila pri úplnom ponorení. Ponorí sa potom
práve do takej h¨bky, pri ktorej sa vztlak rovná jeho tiaºi. Pri plávajúcich telesách treba posúdi´
aj stabilitu. Ak sa teleso nakloní, centrum vztlaku sa posunie. Teleso je stabilné, ak vzniknutý
moment vztlaku a tiaºe pôsobí proti nakloneniu, teda teleso vzpriamuje [1].
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Príklad 3.7 � Plavák plávajúcej fotovoltickej elektrárne

Jeden fotovoltický modul s nosnou kon²trukciou má hmotnos´ 40 kg a je uloºený na plaváku
s objemom 0,12m3 a vlastnou hmotnos´ou 10 kg. Aká £as´ objemu plaváka bude ponorená
vo vode s hustotou 998 kg/m3? Aké dodato£né za´aºenie, napríklad snehom alebo pri údrºbe,
plavák unesie?
Rie²enie. Pri plávaní sa vztlak rovná tiaºi: ρgVp = mg, teda

Vp =
m

ρ
=

50

998
= 0,050m3.

Ponorená je asi 42% objemu plaváka. Pri úplnom ponorení by vztlak uniesol hmotnos´
998 · 0,12 = 120 kg. Dodato£né za´aºenie teda môºe dosiahnu´ nanajvý² asi 70 kg. V praxi
sa ponechá bezpe£nostná rezerva. ■

G = mg Fvz = ρgVp

ponorený objem Vp

FV modul

Obr. 3.9. Plavák plávajúcej fotovoltickej elektrárne: tiaº je v rovnováhe so vztlakom ponoreného objemu
Vp.

Vztlak treba zoh©adni´ aj pri návrhu podzemných nádrºí a ²ácht (nebezpe£enstvo vyplávania
prázdnej nádrºe pri vysokej hladine podzemnej vody), pri vztlaku pod základmi hatí a hrádzí
[22] a pri plávajúcich zariadeniach OZE: plávajúcich fotovoltických elektrár¬ach, plávajúcich
veterných turbínach na mori a zariadeniach na vyuºitie energie v¨n.

3.11 Tlak v nádrºiach a zásobníkoch

Otvorené a uzavreté nádrºe

V otvorenej nádrºi pôsobí na hladine atmosférický tlak a pretlak v h¨bke h je ρgh. V
uzavretej nádrºi s plynovým vankú²om s tlakom p0 platí (3.4) s touto hodnotou. Pri ve©kých
akumula£ných zásobníkoch tepla ur£uje hydrostatický tlak pri dne hrúbku steny. V zásobníku
vý²ky 20m je pri dne pretlak asi 2 bar.

Expanzná nádoba

Expanzná nádoba zachytáva zmenu objemu kvapaliny v uzavretom okruhu (pr. 2.1) a udrºiava
v ¬om tlak v predpísaných medziach. V membránovej expanznej nádobe je vodná £as´ oddelená
od plynovej (dusík alebo vzduch) pruºnou membránou (obr. 3.10).

a) Pred pripojením k okruhu je plyn natlakovaný na plniaci tlak p0, ktorý zodpovedá
hydrostatickej vý²ke okruhu nad nádobou s malou rezervou.

b) Pri napustení studeného okruhu vnikne do nádoby malé mnoºstvo vody a tlak stúpne na
za£iato£ný tlak pz.
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c) Pri ohreve sa objem vody zvä£²í o ∆V . Voda stla£í plyn a tlak stúpne na kone£ný tlak pe,
ktorý musí by´ niº²í ako otvárací tlak poistného ventilu.

plyn p0

a) pred napustením

plyn pz

b) studený okruh

plyn pe

c) ohriaty okruh

voda

Obr. 3.10. Membránová expanzná nádoba: a) pred napustením okruhu, b) v studenom okruhu, c) v
ohriatom okruhu.

Stlá£anie plynu je pomalé a môºeme ho povaºova´ za izotermické. Platí teda Boylov zákon
p0Vn = pe(Vn − ∆V ), kde Vn je objem nádoby a tlaky sú absolútne. Odtia© potrebný objem
nádoby

Vn = ∆V
pe

pe − p0
. (3.14)

V skuto£nom návrhu sa pripo£ítava aj objem vodnej rezervy a pri solárnych systémoch objem
kvapaliny vytla£enej z kolektorov pri stagnácii. Podrobný postup predpisujú príslu²né normy.

Príklad 3.8 � Objem expanznej nádoby

Pre okruh z pr. 2.1 (∆V = 27L) ur£te objem expanznej nádoby. Plniaci tlak je 1,5 bar
pretlak, najvy²²í prípustný tlak 5,5 bar pretlak (poistný ventil 6 bar). Atmosférický tlak je
1,013 bar.
Rie²enie. Absolútne tlaky: p0 = 1,5 + 1,013 = 2,513 bar, pe = 5,5 + 1,013 = 6,513 bar.
Pod©a (3.14):

Vn = 27 · 6,513

6,513− 2,513
= 44L.

Zvolíme najbliº²iu vä£²iu typovú ve©kos´, napríklad 50L. Ak by sme omylom dosadili
pretlaky, vy²lo by 27 · 5,5/4 = 37L a nádoba by bola poddimenzovaná. ■

3.12 Hydrostatika vo vodnej energetike

Spád ako hydrostatická veli£ina

Hrubý spád vodnej elektrárne je rozdiel polôh hladín hornej a dolnej vody (obr. 1.8). Pri nulovom
prietoku je pretlak na vstupe do turbíny, ktorá leºí pod hladinou dolnej vody alebo tesne nad
¬ou, ur£ený hydrostatickou rovnicou pe = ρgH. Kaºdých 10m spádu zodpovedá pribliºne 1 bar.
Pri prevádzke sa £as´ tohto tlaku premení na kinetickú energiu a £as´ sa stratí trením (kap. 6
a 14).

Príklad 3.9 � Statický tlak v privádza£i

Deriva£ná malá vodná elektráre¬ má hrubý spád 120m. Aký je pretlak v najniº²om bode
privádza£a pri odstavenej turbíne a uzavretom predturbínovom uzávere?
Rie²enie. pe = ρgH = 1000 ·9,81 ·120 = 1,18MPa ≈ 11,8 bar. Potrubie aj armatúry musia
by´ dimenzované na tento tlak. Navy²e musia odola´ prírastku tlaku pri hydraulickom ráze,
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ktorý pri rýchlom zatváraní uzáveru môºe by´ násobkom statického tlaku (odd. 2.3). Preto
sa volí napr. tlaková trieda PN16 alebo PN25. ■

Za´aºenie hatí a hrádzí

Ha´ vzdúva hladinu v rieke a vytvára spád pre malú vodnú elektráre¬. Na jej kon²trukciu pôsobí
zo strany hornej aj dolnej vody hydrostatický tlak. Pod©a [22, 23] sa

� vodorovná zloºka sily ur£í zo za´aºovacieho obrazca (obr. 3.11) pod©a (3.12), osobitne pre
hornú a dolnú vodu,

� zvislá zloºka sa ur£í ako tiaº vody nad kon²trukciou FV = γ SV na jednotku ²írky, kde
SV je plocha za´aºovacieho obrazca zvislého tlaku,

� ¤alej sa uvaºuje vztlak v základovej ²káre a tlak vody v dilata£ných ²kárach.

Pri prepú²´aní vody pôsobí na kon²trukciu aj hydrodynamický tlak, ktorý môºe vyvola´ kmitanie,
otrasy alebo rázy. Pri pribliºnom výpo£te sa jeho vplyv zavádza dynamickým sú£inite©om δ =
1,3 aº 2,0, ktorým sa násobí hydrostatické za´aºenie [22]. Z výsledníc v²etkých síl sa potom
posudzuje stabilita hate proti posunutiu a preklopeniu.

horná voda

dolná voda

FH,h

FH,d

FV

vztlak v základovej ²káre

Obr. 3.11. Hydrostatické za´aºenie hate: za´aºovacie obrazce vodorovného tlaku od hornej a dolnej
vody, zvislá zloºka od vody nad kon²trukciou a vztlak v základovej ²káre (pod©a [22]).

Projektová úloha: hydrostatické za´aºenie uzáveru malej vodnej nádrºe

Malá vodná nádrº slúºi ako zdrº pre MVE. Výpustný objekt je uzavretý zvislým tabu©ovým
stavidlom ²írky 3m a vý²ky 2,5m, ktorého spodná hrana je na dne. Normálna hladina je
4m nad dnom, maximálna hladina pri povodni 5,2m. Za stavidlom je dolná voda s h¨bkou
0m aº 1,2m.

1. Nakreslite za´aºovacie obrazce od hornej a dolnej vody pre normálnu a maximálnu
hladinu.

2. Ur£te výslednú vodorovnú silu na stavidlo a jej pôsobisko pre v²etky kombinácie
hladín. Rozhodnite, ktorý stav je rozhodujúci.

3. Odhadnite silu potrebnú na zdvihnutie stavidla, ak je sú£inite© trenia v dráºkach 0,4
a hmotnos´ stavidla 1,8 t.

4. Navrhnite alternatívu so segmentovým uzáverom s polomerom 4m. Ur£te ve©kos´ a
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smer výslednice a porovnajte silu na zdvíhanie s tabu©ovým stavidlom.

5. Výpo£et spracujte v tabu©kovom procesore alebo v Pythone tak, aby bolo moºné
meni´ hladiny a rozmery. Výsledky zhr¬te v krátkej technickej správe.

Zhrnutie kapitoly

� V pokojnej tekutine pôsobí tlak kolmo na kaºdú plochu a v danom bode je rovnaký vo
v²etkých smeroch.

� Absolútny tlak meriame od vákua, pretlak a podtlak od atmosférického tlaku. V stavovej
rovnici a pri expanzných nádobách treba pouºíva´ absolútny tlak.

� Hydrostatická rovnica dp/dz = −ρg vedie pre kvapalinu k vz´ahu p = p0 + ρgh. Pretlak
1 bar zodpovedá pribliºne 10m vodného st¨pca.

� Rozdiel hustôt teplej a studenej kvapaliny vytvára hnací tlak samotíºnych systémov. Tento
tlak je v porovnaní s £erpadlom ve©mi malý.

� Diferen£ný manometer meria ∆p = (ρm − ρ)gh.

� Sila na rovinnú plochu je F = ρghCA a pôsobí pod ´aºiskom v h¨bke danej vz´ahom
yP = yC + IC/(yCA).

� Na zakrivenú plochu po£ítame vodorovnú zloºku z priemetu a zvislú z tiaºe kvapaliny
nad plochou. Na valcovej ploche výslednica prechádza stredom krivosti, £o vyuºívajú
segmentové uzávery.

� Objem expanznej nádoby vychádza z Boylovho zákona s absolútnymi tlakmi.

Kontrolné otázky

1. Pre£o je tlak skalár, hoci je de�novaný pomocou sily?

2. Aký je rozdiel medzi absolútnym tlakom a pretlakom? Uve¤te tri situácie, v ktorých
musíte pouºi´ absolútny tlak.

3. Odvo¤te hydrostatickú rovnicu z rovnováhy síl na element tekutiny.

4. �o je hydrostatický paradox? Pre£o tlak na dne nezávisí od tvaru nádoby?

5. Na akom princípe pracuje termosifónový solárny systém? Pre£o musí ma´ potrubie s
vä£²ím priemerom ako systém s £erpadlom?

6. Pre£o sa pri diferen£nom manometri odpo£ítava hustota prúdiacej kvapaliny od hustoty
manometrickej kvapaliny?

7. �o je neutrálny bod uzavretého okruhu a pre£o sa pretlak v okruhu ur£uje pod©a
najvy²²ieho bodu?

8. Pre£o pôsobisko hydrostatickej sily leºí pod ´aºiskom plochy? Kedy sa k nemu pribliºuje?

9. Ako ur£íte zvislú zloºku hydrostatickej sily, ak je kvapalina pod zakrivenou plochou?

10. Pre£o je sila potrebná na zdvihnutie segmentového uzáveru podstatne men²ia ako pri
tabu©ovom stavidle?
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Úlohy na precvi£enie

1. Manometer na potrubí ukazuje pretlak 3,2 bar, barometer 98,5 kPa. Aký je absolútny tlak
v potrubí? [418,5 kPa]

2. Vákuometer na sacom hrdle £erpadla ukazuje podtlak 0,55 bar pri atmosférickom tlaku
101,3 kPa. �erpaná voda má teplotu 70 ◦C. Hrozí kavitácia? [p = 46,3 kPa > ps = 31,2 kPa;
na vstupe nie, rezerva je v²ak malá]

3. Aký je pretlak v h¨bke 35m v geotermálnom vrte naplnenom vodou so strednou hustotou
975 kg/m3, ak je hladina vo vrte 8m pod terénom? H¨bku meriame od terénu. [258 kPa]

terén

bod A

8m

35m voda
ρ = 975 kg/m3

4. Ortu´ový diferen£ný manometer pripojený k Venturiho trubici s vodou (obr. 3.4 a 6.7)
ukazuje rozdiel hladín 85mm. Ur£te tlakový rozdiel. [10,5 kPa]

5. �ikmý mikromanometer naplnený liehom (ρ = 800 kg/m3) má rameno sklonené pod
uhlom 10◦. Posun menisku je 60mm. Aký tlakový rozdiel vzduchu meria? [81,8Pa]

p1
l = 60mm p2

h = l sinα

α

nádobka

6. Zvislá stena nádrºe ²iroká 5m je za´aºená vodou s h¨bkou 4m. Ur£te silu a jej pôsobisko.
Ako sa zmenia, ak na druhej strane steny bude voda s h¨bkou 1,5m? [392 kN, 1,33m
nade dnom; 337 kN, 1,47m nade dnom]

4m

1,5m

horná voda

druhá
strana

²írka 5m

7. Kruhový uzáver s priemerom 1m je vo zvislej stene, jeho stred je 6m pod hladinou. Ur£te
silu a polohu pôsobiska. [46,2 kN; 10,4mm pod stredom]

8. Segmentový uzáver s polomerom 5m a ²írkou 8m zadrºiava vodu s h¨bkou 3,5m. Uzáver
hradí celú h¨bku vody. Ur£te vodorovnú zloºku hydrostatickej sily. [481 kN]
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£ap
3,5m

R = 5m

voda

²írka 8m;
uzáver hradí celú h¨bku vody

9. Oce©ová podzemná nádrº na daº¤ovú vodu má vonkaj²í objem 6m3 a hmotnos´ 1,2 t. Pri
akom najmen²om objeme vody v nádrºi nevypláva, ak je úplne ponorená v podzemnej
vode? [4,8m3]

10. Vypo£ítajte objem expanznej nádoby pre solárny okruh s objemom kvapaliny 60L, ak je
objemová roz´aºnos´ zmesi 6% a pri stagnácii sa z kolektorov vytla£í 8L. Plniaci tlak je
2,0 bar, kone£ný 5,0 bar (oba ako pretlak). [23L]
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Kinematika a bilan£né zákony
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Kapitola 4

Kinematika prúdenia

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent opí²e rýchlostné pole eulerovským spôsobom, ur£í
zrýchlenie £astice tekutiny, rozlí²i prúdnicu a trajektóriu a vypo£íta objemový a hmotnostný
prietok cez zadanú plochu. Vie vysvetli´, pre£o vz´ah Q = Av pouºíva strednú prierezovú
rýchlos´, a ur£i´ ju z nameraného rýchlostného pro�lu v potrubí, v koryte aj v prúde vetra.

K©ú£ové pojmy

lagrangeovský a eulerovský opis, rýchlostné pole, materiálová derivácia, lokálne a
konvektívne zrýchlenie, prúdnica, trajektória, £iara vytekania, prúdová trubica, ustálené
a rovnomerné prúdenie, objemový a hmotnostný prietok, stredná prierezová rýchlos´,
rýchlostný pro�l, vírivos´

Kinematika opisuje pohyb tekutiny bez oh©adu na sily, ktoré ho spôsobujú. Odpovedá na otázky,
ako sa tekutina pohybuje: akou rýchlos´ou, po akých dráhach, s akým zrýchlením a ko©ko jej
prete£ie danou plochou. Otázkou, pre£o sa tak pohybuje, sa zaoberajú bilancie hybnosti a energie
v ¤al²ích kapitolách.

Pre energetika je z kinematiky najdôleºitej²í pojem prietok. Prietok teplonosnej kvapaliny ur£uje
prenesený tepelný výkon, prietok vody turbínou výkon vodnej elektrárne a prietok vzduchu
rotorom výkon veternej turbíny. Kapitola vychádza z [1, 5].

Na zamyslenie

Rýchlos´ vody v potrubí nie je v celom priereze rovnaká. Pri stene je nulová, v osi najvä£²ia.
Ultrazvukový prietokomer meria rýchlos´ pozd¨º jednej dráhy, hydrometrická vrtu©ka v rieke
rýchlos´ v jednom bode a anemometer na stoºiari rýchlos´ vetra v jednej vý²ke. Akú rýchlos´
máme teda dosadi´ do vz´ahu Q = Av? A akú rýchlos´ vetra máme dosadi´ do vz´ahu pre
výkon turbíny, ak sa rýchlos´ mení s vý²kou?

4.1 Eulerovský a lagrangeovský opis

Pohyb tekutiny môºeme opísa´ dvoma spôsobmi (obr. 4.1).

Lagrangeovský opis sleduje jednotlivé £astice tekutiny. Pre kaºdú £asticu, ozna£enú napríklad
jej polohou r0 v £ase t0, zapisujeme polohu ako funkciu £asu r(r0, t). Rýchlos´ a zrýchlenie
£astice sú prvou a druhou deriváciou polohy pod©a £asu, rovnako ako v mechanike hmotného

53
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bodu. Tento prístup je názorný, ale pre tekutinu s nesmiernym po£tom £astíc nepraktický.
Pouºíva sa pri sledovaní jednotlivých £astíc, napríklad kvapiek, bublín alebo sedimentov, a
v niektorých meracích metódach.

Eulerovský opis sa nepýta, kde je daná £astica, ale aká je rýchlos´ v danom bode priestoru v
danom £ase. Pracuje s po©ami veli£ín (odd. 1.5):

v = v(x, y, z, t), p = p(x, y, z, t), ρ = ρ(x, y, z, t). (4.1)

Takto pracujú aj meracie prístroje, ktoré sú upevnené na jednom mieste, a numerické metódy
CFD. V mechanike tekutín preto prevaºne pouºívame eulerovský opis [1].

t0

t1

t2

t3

(a) lagrangeovský opis

pevný bod (x, y, z)

(b) eulerovský opis

Obr. 4.1. Dva spôsoby opisu pohybu tekutiny: (a) sledujeme polohu jednej £astice v £ase, (b) sledujeme
rýchlos´ v pevných bodoch priestoru.

Zrýchlenie £astice a materiálová derivácia

Pri eulerovskom opise nie je zrýchlenie £astice jednoduchou £asovou deriváciou rýchlosti v
pevnom bode. �astica sa totiº za £as dt presunie do iného bodu, v ktorom môºe by´ iná
rýchlos´. Zmena rýchlosti £astice je preto

dv =
∂v

∂t
dt+

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy +

∂v

∂z
dz,

pri£om dx = vx dt, dy = vy dt, dz = vz dt. Zrýchlenie £astice je

a =
Dv

Dt
=

∂v

∂t︸︷︷︸
lokálne

+ vx
∂v

∂x
+ vy

∂v

∂y
+ vz

∂v

∂z︸ ︷︷ ︸
konvektívne

=
∂v

∂t
+ (v · ∇)v. (4.2)

Operátor D/Dt sa nazýva materiálová (substanciálna) derivácia. Vyjadruje zmenu veli£iny,
ktorú �cíti� pohybujúca sa £astica. Rovnako ho moºno pouºi´ na akúko©vek veli£inu, napríklad
na teplotu: DT/Dt = ∂T/∂t+ (v · ∇)T .

Zrýchlenie má dve zloºky:

� Lokálne zrýchlenie ∂v/∂t vzniká pri zmene rýchlosti s £asom v danom bode, napríklad
pri rozbehu £erpadla alebo zatváraní ventilu.

� Konvektívne zrýchlenie (v ·∇)v vzniká pri presune £astice do miesta s inou rýchlos´ou,
napríklad v zuºujúcej sa dýze, aj ke¤ sa prúdenie s £asom nemení.

Príklad 4.1 � Konvektívne zrýchlenie v dýze

V dýze d¨ºky L = 0,5m sa rýchlos´ ustáleného prúdu mení lineárne z v1 = 2m/s na vstupe
na v2 = 4m/s na výstupe: v(x) = v1(1 + x/L). Ur£te zrýchlenie £astice na vstupe a na
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výstupe.
Rie²enie. Prúdenie je ustálené, lokálne zrýchlenie je nulové. Konvektívne zrýchlenie v 1D
je

a = v
dv

dx
= v1

(
1 +

x

L

) v1
L
.

Na vstupe (x = 0): a = 2 · 2/0,5 = 8m/s2. Na výstupe (x = L): a = 4 · 2/0,5 = 16m/s2,
£o je asi 1,6 g. Hoci sa v ºiadnom bode rýchlos´ s £asom nemení, kaºdá £astica sa v dýze
výrazne zrých©uje. Silu potrebnú na toto zrýchlenie dodáva tlakový rozdiel medzi vstupom
a výstupom (kap. 6). ■

4.2 Rýchlostné pole

Rýchlostné pole prira¤uje kaºdému bodu vektor rýchlosti

v(x, y, z, t) = vx i+ vy j + vz k. (4.3)

Pozna´ rýchlostné pole znamená pozna´ pohyb tekutiny úplne. Z neho moºno ur£i´ zrýchlenie
(4.2), prietoky, rotáciu aj deformáciu tekutiny. Tlakové pole potom vyplýva z bilancie hybnosti.

V technických úlohách rýchlostné pole analyticky poznáme len zriedka. Získavame ho meraním
(Prandtlova trubica, termoanemometer, laserová dopplerovská anemometria, PIV) [14] alebo
numerickou simuláciou. Jednoduché analytické polia sú v²ak uºito£né na pochopenie základných
pojmov.

Príklad 4.2 � Prúdenie k stene (stagna£ný bod)

Dvojrozmerné ustálené prúdenie proti rovinnej stene y = 0 opisuje pole vx = ax, vy = −ay
s kon²tantou a = 2/s. Ur£te rýchlos´ a zrýchlenie v bode (1; 1) m a tvar prúdnic.
Rie²enie. V bode (1; 1) je v = (2;−2) m/s, |v| = 2,83m/s. Zloºky zrýchlenia pod©a (4.2):

ax = vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

= ax · a+ 0 = a2x = 4m/s2,

ay = vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

= 0 + (−ay)(−a) = a2y = 4m/s2.

Prúdnice ur£íme z podmienky, ºe sú doty£nicami rýchlosti (odd. 4.3): dx/(ax) = dy/(−ay),
odkia© x y = kon²t. Prúdnice sú hyperboly. Bod (0; 0), v ktorom je rýchlos´ nulová, sa
nazýva stagna£ný bod. Takéto prúdenie vzniká napríklad pred nábeºnou hranou lopatky
alebo pred Prandtlovou trubicou. ■

4.3 Prúdnice, trajektórie a dráhy £astíc

Na znázornenie prúdenia sa pouºívajú tri druhy £iar:

� Prúdnica je £iara, ku ktorej je v danom okamihu vektor rýchlosti v kaºdom jej bode
doty£nicou (obr. 4.2a). Je to �momentka� rýchlostného po©a. Rovnica prúdnice vyplýva z
rovnobeºnosti elementu dr a vektora v:

dx

vx
=

dy

vy
=

dz

vz
. (4.4)

Prúdnice sa nemôºu pretína´, s výnimkou stagna£ných bodov. Cez prúdnicu preto tekutina
nepreteká.
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� Trajektória (dráha £astice) je £iara, po ktorej sa pohybuje jedna konkrétna £astica.
Zodpovedá lagrangeovskému opisu.

� �iara vytekania (angl. streakline) spája v²etky £astice, ktoré v minulosti pre²li tým
istým bodom. Vidíme ju napríklad pri vypú²´aní farbiva alebo dymu z jedného miesta.

Pri ustálenom prúdení sú prúdnice, trajektórie a £iary vytekania totoºné. Pri neustálenom
prúdení sa lí²ia. �iary dymu v aerodynamickom tuneli preto zobrazujú prúdnice iba vtedy,
ke¤ je prúdenie ustálené.

v

prúdnica

(a) rýchlos´ je doty£nicou prúdnice
A1

A2

(b) prúdová trubica

Obr. 4.2. (a) Prúdnica: vektor rýchlosti je v kaºdom bode jej doty£nicou. (b) Prúdová trubica: plá²´
tvoria prúdnice, cez plá²´ tekutina nepreteká.

Ak vedieme prúdnice v²etkými bodmi uzavretej krivky, vytvoria plá²´ prúdovej trubice
(obr. 4.2b). Cez plá²´ prúdovej trubice tekutina nepreteká, takºe sa správa ako potrubie s
nepriepustnou stenou. Prúdová trubica s nekone£ne malým prierezom sa nazýva prúdové
vlákno. Pojem prúdovej trubice sme uº pouºili pri veternej turbíne (obr. 1.9). Vzduch, ktorý
prejde rotorom, sa pohybuje vo vnútri prúdovej trubice, ktorá sa pred rotorom a za ním
roz²iruje.

4.4 Ustálené a neustálené prúdenie

Prúdenie je ustálené, ak sa rýchlostné pole a ostatné veli£iny v ºiadnom bode nemenia s £asom
(odd. 1.6):

∂v

∂t
= 0 =⇒ v = v(x, y, z). (4.5)

V ustálenom prúdení zostáva len konvektívne zrýchlenie. Neustálené prúdenie má navy²e lokálne
zrýchlenie.

Ustálenos´ závisí aj od vo©by súradnicovej sústavy. Prúdenie v obeºnom kolese £erpadla
je v pevnej sústave spojenej so skri¬ou neustálené, pretoºe okolo pevného bodu periodicky
prechádzajú lopatky. V sústave, ktorá sa otá£a s kolesom, je pri kon²tantných otá£kach ustálené.
Túto vlastnos´ vyuºijeme pri odvodení Eulerovej rovnice hydraulických strojov (kap. 14).

Turbulentné prúdenie je v presnom zmysle vºdy neustálené, pretoºe rýchlos´ v bode neustále
náhodne kolí²e. Ak sa v²ak £asovo stredné hodnoty nemenia, hovoríme o ²tatisticky ustálenom
prúdení (kap. 9). Takmer v²etky technické výpo£ty v tejto knihe pracujú so strednými
hodnotami.

4.5 Rovnomerné a nerovnomerné prúdenie

Prúdenie je rovnomerné, ak sa rýchlos´ pozd¨º prúdnice nemení £o do ve©kosti ani smeru.
Konvektívne zrýchlenie je potom nulové. Príkladom je plne vyvinuté prúdenie v priamom
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potrubí so stálym prierezom (kap. 10). Rýchlostný pro�l má v kaºdom priereze rovnaký tvar,
hoci rýchlos´ sa v priereze mení od steny k osi.

Prúdenie je nerovnomerné, ak sa rýchlos´ pozd¨º prúdu mení. Príkladmi sú zúºenia, roz²írenia,
kolená, vtoky a výtoky, ale aj prúdenie v prirodzených korytách s premenlivým prierezom.

V hydraulike otvorených korýt má pojem rovnomerného prúdenia osobitný význam. Pri
rovnomernom prúdení v koryte je h¨bka vody pozd¨º toku kon²tantná a hladina je rovnobeºná
so dnom. Tiaº vody, ktorá te£ie dolu svahom, je v rovnováhe s trením o dno a brehy.
Nerovnomerné prúdenie vzniká nad ha´ami, pri zmene sklonu dna alebo zúºení koryta.
Výpo£tom priebehu hladiny sa zaoberá hydraulika otvorených korýt [10, 35]. Pre malé vodné
elektrárne ho vyuºijeme v kap. 14.

Pojmy ustálený a rovnomerný sú nezávislé (obr. 4.3). Prúdenie môºe by´ ustálené a
nerovnomerné (dýza pri stálom prietoku) aj neustálené a rovnomerné (rozbeh prúdu v
dlhom priamom potrubí).

rovnomerné nerovnomerné

u
st
á
le
n
é

n
e
u
st
á
le
n
é

priame potrubie, stály prietok dýza, stály prietok

priame potrubie, rozbeh prúdu dýza pri zmene prietoku

Obr. 4.3. �tyri kombinácie ustáleného/neustáleného a rovnomerného/nerovnomerného prúdenia.
Svetlej²ia ²ípka znázor¬uje rýchlos´ v skor²om £ase.

4.6 Jednorozmerná aproximácia

V potrubí, kanáli alebo prúdovej trubici sa veli£iny menia najmä pozd¨º osi prúdu. Zmeny v
priereze sú síce zna£né (rýchlos´ pri stene je nulová), ale na technický výpo£et £asto sta£í pozna´
ich stredné hodnoty. Tento prístup nazývame jednorozmernou aproximáciou alebo hydraulickou
metódou. Kaºdý prierez opisujeme jedinou strednou rýchlos´ou v, jediným tlakom p a jedinou
hustotou ρ, ktoré sú funkciou súradnice s pozd¨º osi (obr. 4.4).

s

v1

v2

skuto£ný pro�l u(r)

1D model: v = Q/A

Obr. 4.4. Jednorozmerná aproximácia: skuto£ný rýchlostný pro�l v kaºdom priereze nahradíme
strednou rýchlos´ou v = Q/A, ktorá sa mení len pozd¨º osi s.

Jednorozmerná aproximácia je oprávnená, ak
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� prúd je ²tíhly : jeho d¨ºka je ove©a vä£²ia ako prie£ne rozmery a prierez sa mení pozvo©na,

� prúdnice sú pribliºne rovnobeºné, takºe tlak sa v priereze mení len hydrostaticky,

� vplyv nerovnomerného rozloºenia rýchlosti zoh©adníme opravnými sú£inite©mi (odd. 4.10).

V miestach, kde tieto podmienky neplatia (kolená, armatúry, vtoky), dop¨¬ame 1D model
empirickými sú£inite©mi miestnych strát (kap. 11).

4.7 Objemový prietok

Objemový prietok Q je objem tekutiny, ktorý prete£ie plochou za jednotku £asu [m3/s]. Uvaºujme
plô²ku dA s jednotkovým normálovým vektorom n (obr. 4.5). Za £as dt ¬ou prete£ie tekutina z
val£eka s objemom vn dt dA, kde vn = v ·n = v cos θ je normálová zloºka rýchlosti. Tangenciálna
zloºka rýchlosti k prietoku neprispieva. Prietok celou plochou je

Q =

∫
A
v · n dA =

∫
A
vn dA. (4.6)

A
n

v

θ
vn = v · n = v cos θ

dQ = vn dA

Obr. 4.5. K prietoku cez plochu prispieva len normálová zloºka rýchlosti.

V praxi sa prietok udáva aj v jednotkách L/s, L/min a m3/h. Platí 1m3/h = 0,277 8L/s =
2,778 · 10−4m3/s. Pri dosadzovaní do vzorcov vºdy prepo£ítame prietok na m3/s.

4.8 Hmotnostný prietok

Hmotnostný prietok ṁ je hmotnos´ tekutiny, ktorá prete£ie plochou za jednotku £asu [kg/s]:

ṁ =

∫
A
ρv · n dA. (4.7)

Ak je hustota v priereze kon²tantná, platí ṁ = ρQ.

Hmotnostný prietok je pri ustálenom prúdení pozd¨º potrubia bez odbo£iek kon²tantný, aj ke¤
sa mení teplota a hustota tekutiny (kap. 5). Objemový prietok sa v takom prípade mení. V
tepelných výpo£toch preto pracujeme s hmotnostným prietokom (rovnica (1.1)). Pri plynoch,
ktorých hustota výrazne závisí od tlaku a teploty, musíme pri objemovom prietoku vºdy uvies´
stav, na ktorý sa vz´ahuje. Pri zemnom plyne a bioplyne sa preto udáva objemový prietok
prepo£ítaný na normálne podmienky.
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4.9 Stredná prierezová rýchlos´

Stredná prierezová rýchlos´ je de�novaná ako rovnomerná rýchlos´, pri ktorej by prierezom
pretiekol rovnaký prietok ako pri skuto£nom rozloºení rýchlosti:

v =
Q

A
=

1

A

∫
A
vn dA. (4.8)

Odtia© známy vz´ah
Q = Av, ṁ = ρAv. (4.9)

Poznámka

Vz´ah Q = Av nie je fyzikálny zákon, ale de�nícia strednej rýchlosti. Platí presne len vtedy,
ak v je stredná rýchlos´ pod©a (4.8). Ak do neho dosadíme lokálnu rýchlos´ nameranú
v jednom bode, napríklad v osi potrubia, dostaneme nesprávny prietok. Pri laminárnom
prúdení by chyba bola 100%, pri turbulentnom asi 20% (odd. 4.10). Preto prietokomery,
ktoré merajú lokálnu rýchlos´, obsahujú korekciu na tvar rýchlostného pro�lu. Preto sa tieº
vyºadujú rovné úseky potrubia pred nimi a za nimi, aby bol pro�l plne vyvinutý a známy.

Príklad 4.3 � Rýchlos´ v potrubí

Potrubím s vnútorným priemerom 50mm preteká 12m3/h vody s teplotou 60 ◦C. Ur£te
strednú rýchlos´ a hmotnostný prietok.
Rie²enie. Q = 12/3600 = 3,333 · 10−3m3/s, A = π · 0,052/4 = 1,963 · 10−3m2.

v =
Q

A
=

3,333 · 10−3

1,963 · 10−3
= 1,70m/s, ṁ = ρQ = 983,3 · 3,333 · 10−3 = 3,28 kg/s.

Rýchlos´ 1,7m/s je pre vykurovacie potrubia pomerne vysoká. Obvykle sa volia rýchlosti
0,5m/s aº 1,5m/s. Vo©bou rýchlosti sa podrobne zaoberá kap. 10. ■

4.10 Rýchlostné pro�ly

Rýchlostný pro�l je rozloºenie rýchlosti v priereze. Jeho tvar závisí od reºimu prúdenia a od
geometrie.

Pro�ly v kruhovom potrubí

Pri laminárnom prúdení v kruhovom potrubí s polomerom R je pro�l parabolický (odvodíme
ho v kap. 8):

u(r) = umax

[
1−

( r

R

)2
]
. (4.10)

Stredná rýchlos´ pod©a (4.8) je

v =
1

πR2

∫ R

0
umax

(
1− r2

R2

)
2πr dr =

umax

2
.

Pri turbulentnom prúdení turbulentné mie²anie rýchlosti v priereze vyrovnáva. Pro�l je v
strede plochý a pri stene ve©mi strmý (obr. 4.6). �asto sa aproximuje mocninovým vz´ahom

u(r) = umax

(
1− r

R

)1/n
, (4.11)
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kde exponent n rastie s Reynoldsovým £íslom. Pre beºné technické prúdenie je n ≈ 7 [1]. Stredná
rýchlos´ je potom

v

umax
=

2n2

(n+ 1)(2n+ 1)

n=7
= 0,817. (4.12)
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v/umax = 0,817

Obr. 4.6. Rýchlostné pro�ly v kruhovom potrubí a zodpovedajúce stredné rýchlosti.

Opravné sú£initele

Pri výpo£te toku kinetickej energie a hybnosti prierezom pomocou strednej rýchlosti sa
dopú²´ame chyby. Priemer tretej mocniny rýchlosti totiº nie je tretia mocnina priemeru. Chybu
opravujú sú£initele, ktoré vyuºijeme v kap. 6 a 7:

α =
1

A

∫
A

(u
v

)3
dA, β =

1

A

∫
A

(u
v

)2
dA. (4.13)

α je Coriolisov sú£inite© (sú£inite© kinetickej energie) a β Boussinesqov sú£inite© (sú£inite©
hybnosti). Pre rovnomerný pro�l sú oba rovné 1. Pre laminárny parabolický pro�l je α = 2
a β = 4/3. Pre turbulentný pro�l s n = 7 vychádza α ≈ 1,06 a β ≈ 1,02. Pri turbulentnom
prúdení ich preto obvykle povaºujeme za rovné 1.

Meranie prietoku v koryte

V riekach a náhonoch sa prietok ur£uje metódou rýchlos´�plocha [10, 14]. Prierez koryta sa
rozdelí na zvislé pásy. V kaºdom páse sa zmeria h¨bka a stredná rýchlos´ na zvislici, napríklad
hydrometrickou vrtu©kou v nieko©kých h¨bkach alebo akustickým dopplerovským prístrojom.
Prietok je sú£tom prietokov pásov (obr. 4.7):

Q ≈
∑
i

bi hi vi. (4.14)
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Príklad 4.4 � Prietok potoka pre malú vodnú elektráre¬

Pri hydrologickom prieskume lokality MVE sa v priereze potoka ²írky 12m zmerali v ²iestich
pásoch ²irokých 2m tieto h¨bky a stredné rýchlosti na zvisliciach:

pás i 1 2 3 4 5 6

hi [m] 0,4 0,9 1,3 1,4 1,1 0,5
vi [m/s] 0,30 0,60 0,85 0,90 0,70 0,35

Ur£te prietok a strednú prierezovú rýchlos´.
Rie²enie. Pod©a (4.14):

Q = 2 (0,4 · 0,30 + 0,9 · 0,60 + 1,3 · 0,85 + 1,4 · 0,90 + 1,1 · 0,70 + 0,5 · 0,35) = 7,94m3/s.

Plocha prierezu je A = 2 (0,4 + 0,9 + 1,3 + 1,4 + 1,1 + 0,5) = 11,2m2, stredná rýchlos´
v = Q/A = 0,71m/s. Jednorazové meranie dáva len okamºitú hodnotu. Na návrh MVE
potrebujeme dlhodobý rad prietokov a z neho £iaru prekro£enia prietokov (kap. 14). ■

bi = 2m

hladina

meracie zvislice

Obr. 4.7. Meranie prietoku v koryte metódou rýchlos´�plocha. Na zvisliciach sa meria h¨bka a stredná
rýchlos´.

Pro�l rýchlosti vetra

Pri zemskom povrchu vzniká medzná vrstva atmosféry, v ktorej rýchlos´ vetra rastie s vý²kou
(obr. 1.9). Vo veternej energetike sa jej priebeh £asto aproximuje mocninovým zákonom [24]:

u(z)

u(zr)
=

(
z

zr

)α

, (4.15)

kde zr je referen£ná vý²ka merania. Exponent α závisí od drsnosti terénu a od stability atmosféry.
�asto sa pouºíva hodnota α ≈ 1/7. Nad vodnou hladinou je men²í, nad lesom a zástavbou
vä£²í (obr. 4.8). Presnej²ím opisom je logaritmický pro�l, ktorý vychádza z teórie turbulentnej
medznej vrstvy (kap. 9).

Príklad 4.5 � Prepo£et rýchlosti vetra na vý²ku náboja

Meteorologická stanica nameria vo vý²ke 10m strednú rýchlos´ vetra 5,5m/s. Odhadnite
rýchlos´ vo vý²ke náboja 100m pre α = 1/7 a pomer výkonovej hustoty vetra v týchto
vý²kach.
Rie²enie. Pod©a (4.15):

u100 = 5,5

(
100

10

)1/7

= 5,5 · 1,389 = 7,64m/s.

Výkonová hustota vetra je úmerná u3, jej pomer je 1,3893 = 2,68. Vo vý²ke náboja je teda
k dispozícii takmer trikrát viac energie ako vo vý²ke 10m. Neistota exponentu α sa v²ak
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prejaví tretiu mocninou. Pri α = 0,25 by vy²lo u100 = 9,8m/s. Preto sa pre veterné parky
meria vietor priamo vo vý²ke blízkej vý²ke náboja. ■
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Obr. 4.8. Extrapolácia rýchlosti vetra z vý²ky 10m mocninovým zákonom pre rôzne exponenty α.

Pozor � £astá chyba

Výkon veternej turbíny nemoºno ur£i´ dosadením strednej rýchlosti vetra do vz´ahu (1.9).
Priemer tretej mocniny rýchlosti je vä£²í ako tretia mocnina priemeru, podobne ako pri
sú£initeli α. Pri premenlivom vetre je stredná hodnota u3 asi dvojnásobkom ū3. Ro£ná
výroba sa preto po£íta z rozdelenia rýchlostí vetra [24].

4.11 Základy rotácie a vírivosti

Element tekutiny sa pri pohybe môºe posúva´, deformova´ a otá£a´. Uhlovú rýchlos´ otá£ania
elementu vyjadruje vektor

ω = 1
2 ∇× v, (4.16)

ktorý sa rovná polovici rotácie rýchlostného po©a. V mechanike tekutín sa £astej²ie pouºíva
vírivos´ Ω = ∇× v = 2ω. Pre rovinné prúdenie v rovine xy má jedinú zloºku

Ωz =
∂vy
∂x

− ∂vx
∂y

. (4.17)

Prúdenie, v ktorom je vírivos´ v²ade nulová, sa nazýva nevírové (potenciálové).

Vírivos´ nesúvisí s tým, £i sú prúdnice zakrivené.

� V prúdení medzi doskami (obr. 2.4) sú prúdnice priame, ale vx = Uy/h, a teda Ωz =
−U/h ̸= 0. Element sa pri pohybe otá£a. Takmer kaºdé prúdenie pri stene je vírové,
pretoºe viskozita a podmienka ulpievania vytvárajú rýchlostný gradient.

� Pri nútenom víre sa tekutina otá£a ako tuhé teleso, vθ = ωr. Vírivos´ je v²ade rovnaká,
Ω = 2ω. Takto sa otá£a kvapalina v rotujúcej nádobe.
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� Pri potenciálovom (vo©nom) víre je vθ = Γ/(2πr), kde Γ je cirkulácia. Rýchlos´ rastie
smerom k stredu. Prúdnice sú kruºnice, prúdenie je v²ak mimo stredu nevírové. Elementy
obiehajú okolo stredu bez vlastnej rotácie.

r0 polomer r

ob
vo
do
vá

rý
ch
lo
s´

v θ
nútený vír vθ = ωr

potenciálový vír vθ = Γ/(2πr)

Obr. 4.9. Obvodová rýchlos´ kombinovaného (Rankinovho) víru: nútený vír v jadre s polomerom r0,
potenciálový vír mimo neho.

Skuto£né víry, napríklad víry pri vtoku do £erpadla, vírový povraz v savke vodnej turbíny
alebo víry odtrhávajúce sa od koncov listov veternej turbíny, majú jadro, ktoré sa otá£a ako
tuhé teleso. Mimo jadra sa správajú ako potenciálový vír (obr. 4.9). V jadre víru je nízky tlak.
Ak klesne pod tlak nasýtených pár, jadro sa vyplní parou a víry sa stanú vidite©nými. Takýto
vírový povraz v savke turbíny pri £iasto£nom za´aºení spôsobuje tlakové pulzácie a vibrácie
(kap. 14).

Vírivos´ je tieº k©ú£om k pochopeniu turbulencie, ktorá je v podstate neusporiadaným pohybom
vírov rôznych ve©kostí (kap. 9), a vzniku vztlaku na pro�le lopatky.

Zhrnutie kapitoly

� V mechanike tekutín pouºívame prevaºne eulerovský opis. Veli£iny sú polia, funkcie polohy
a £asu.

� Zrýchlenie £astice je materiálovou deriváciou rýchlosti. Má lokálnu zloºku (zmena v £ase)
a konvektívnu zloºku (presun do miesta s inou rýchlos´ou).

� Prúdnica je v kaºdom bode doty£nicou rýchlosti. Pri ustálenom prúdení je totoºná s
trajektóriou a £iarou vytekania. Cez plá²´ prúdovej trubice tekutina nepreteká.

� Ustálenos´ (ºiadna zmena v £ase) a rovnomernos´ (ºiadna zmena pozd¨º prúdu) sú
nezávislé vlastnosti prúdenia.

� Prietok je tok normálovej zloºky rýchlosti plochou: Q =
∫
A vn dA, ṁ =

∫
A ρvn dA.

� Vz´ah Q = Av je de�níciou strednej prierezovej rýchlosti. V osi potrubia je rýchlos´
dvojnásobná (laminárne prúdenie) alebo asi o 22% vä£²ia (turbulentné prúdenie) ako
stredná.

� Rýchlos´ vetra rastie s vý²kou. Pri extrapolácii na vý²ku náboja sa neistota exponentu
prejaví v tretej mocnine vo výkone.

� Vírivos´ meria rotáciu elementov tekutiny. Prúdenie pri stenách je vírové aj pri priamych
prúdniciach.
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Kontrolné otázky

1. Aký je rozdiel medzi lagrangeovským a eulerovským opisom? Ktorý z nich pouºívajú
meracie prístroje a metódy CFD?

2. Z akých zloºiek sa skladá zrýchlenie £astice tekutiny? Môºe ma´ £astica zrýchlenie v
ustálenom prúdení?

3. De�nujte prúdnicu, trajektóriu a £iaru vytekania. Kedy sú totoºné?

4. Pre£o sa prúdnice nemôºu pretína´? �o platí pre prietok cez plá²´ prúdovej trubice?

5. Uve¤te príklad prúdenia, ktoré je ustálené a nerovnomerné, a prúdenia, ktoré je neustálené
a rovnomerné.

6. Za akých predpokladov moºno prúdenie v potrubí opísa´ jednorozmerne?

7. Pre£o sa v tepelných výpo£toch uprednost¬uje hmotnostný prietok pred objemovým?

8. Pre£o nemoºno do vz´ahu Q = Av dosadi´ rýchlos´ nameranú v osi potrubia? Aká by
bola chyba pri laminárnom a turbulentnom prúdení?

9. �o vyjadrujú sú£initele α a β a kedy ich moºno zanedba´?

10. Je prúdenie v potenciálovom víre vírové? Pre£o je prúdenie pri stene vírové, hoci sú
prúdnice priame?

Úlohy na precvi£enie

1. Prietok vody 2,5L/s preteká potrubím s vnútorným priemerom 32mm. Ur£te strednú
rýchlos´ a prietok v m3/h. [3,11m/s; 9,0m3/h]

2. Aký vnútorný priemer potrubia treba zvoli´, aby pri prietoku 4m3/h bola stredná rýchlos´
0,8m/s? [42mm]

3. Vzduch s hustotou 1,15 kg/m3 prúdi obd¨ºnikovým vzduchovodom 400mm × 250mm
strednou rýchlos´ou 4m/s. Ur£te objemový a hmotnostný prietok. [1 440m3/h; 0,46 kg/s]

4. Rýchlostné pole je vx = 3t, vy = 2x (v m/s, x v m, t v s). Ur£te zloºky lokálneho a
konvektívneho zrýchlenia v bode (2; 1) v £ase t = 1 s. [lokálne (3; 0); konvektívne (0; 6)
m/s2]

5. V osi potrubia s priemerom 100mm sa namerala rýchlos´ 2,2m/s. Ur£te prietok pre
laminárny pro�l a pre turbulentný pro�l s n = 7. [8,6L/s; 14,1L/s]

6. Ukáºte integráciou, ºe pre laminárny pro�l (4.10) je Coriolisov sú£inite© α = 2.

7. Rýchlos´ vetra vo vý²ke 30m je 6,2m/s. Odhadnite ju vo vý²ke 120m pre α = 0,14 a
α = 0,22. O ko©ko percent sa lí²ia zodpovedajúce výkonové hustoty? [7,5m/s; 8,4m/s; o
39%]

8. Pri meraní prietoku (obr. 4.7) v náhone obd¨ºnikového prierezu ²írky 3m a h¨bky 1,2m
sa v troch rovnakých pásoch namerali stredné rýchlosti 0,9, 1,3 a 1,0m/s. Ur£te prietok.
[3,84m3/s]

9. Rovinné pole vx = −ωy, vy = ωx opisuje otá£anie. Ur£te vírivos´. Aké sú prúdnice?
[Ωz = 2ω; kruºnice]

10. V tabu©kovom procesore alebo v Pythone numericky integrujte mocninový pro�l (4.11)
pre n = 6, 7, 8, 10 a ur£te pomer v/umax a sú£initele α a β.



Kapitola 5

Zákon zachovania hmotnosti

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent zostaví hmotnostnú bilanciu kontrolného objemu v
tvare �akumulácia = prítok − odtok�. Pouºije ju na ustálené aj neustálené prúdenie,
na rozde©ovanie a spájanie prúdov, na plnenie a vyprázd¬ovanie nádrºí a na bilanciu
energetických zariadení. Rovnicu kontinuity A1v1 = A2v2 chápe ako jej ²peciálny prípad a
vie, kedy ju moºno pouºi´.

K©ú£ové pojmy

zákon zachovania hmotnosti, kontrolný objem, kontrolná plocha, hmotnostná bilancia,
akumulácia, ustálené prúdenie, rovnica kontinuity, nestla£ite©ná tekutina, uzol, zmie²avanie,
výtok otvorom, sú£inite© výtoku, prúdová trubica

Zákon zachovania hmotnosti je najjednoduch²í, a preto najspo©ahlivej²í z bilan£ných zákonov.
Neobsahuje ºiadne empirické sú£initele ani materiálové vlastnosti okrem hustoty. Kaºdá rovnica,
ktorú z neho zostavíme, platí presne. Chyby vznikajú len nesprávnym vymedzením kontrolného
objemu alebo zabudnutím niektorého prítoku £i odtoku.

V tejto kapitole sa nau£íme uvaºova´ bilan£ne. Neza£neme vzorcomA1v1 = A2v2, ale v²eobecnou
otázkou: �o vteká, £o vyteká a £o sa hromadí? Ten istý spôsob uvaºovania potom pouºijeme
pre hybnos´ (kap. 7) aj energiu (kap. 6). Výklad nadväzuje na [1, 5].

Na zamyslenie

Rotor veternej turbíny spoma©uje vzduch. Ak by vzduch, ktorý prechádza rotorom, pri tom
nezmenil prierez, kam by sa podela £as´ vzduchu prúdiaceho k turbíne? A pre£o hladina
v hornej nádrºi pre£erpávacej elektrárne klesá pomaly, hoci turbíny odoberajú desiatky
kubických metrov vody za sekundu?

5.1 Fyzikálny význam zachovania hmotnosti

V klasickej mechanike hmotnos´ nevzniká ani nezaniká. Pri jadrových reakciách sa £as´
hmotnosti mení na energiu, v technickej mechanike tekutín je v²ak tento jav zanedbate©ný.
Hmotnos´ uzavretého systému, teda stále toho istého mnoºstva hmoty (odd. 1.3), je preto
kon²tantná:

dmsys

dt
= 0. (5.1)

65
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Pri chemických reakciách, napríklad pri spa©ovaní biomasy alebo pri anaeróbnej fermentácii, sa
menia látky, celková hmotnos´ sa v²ak zachováva. Hmotnos´ spalín sa rovná sú£tu hmotnosti
paliva a vzduchu, ktorý sa spotreboval pri horení. Táto vlastnos´ robí z hmotnostnej bilancie
základný nástroj kontroly meraní. Ak sa bilancia neuzatvára, niektoré meranie je chybné alebo
systém netesní.

5.2 Kontrolný objem

Pri prúdení je sledovanie stále toho istého mnoºstva hmoty nepraktické. Tekutina v £erpadle
sa za zlomok sekundy vymení. Preto zákon zachovania formulujeme pre kontrolný objem (KO),
teda pre pevne vymedzenú oblas´ priestoru, cez ktorej hranicu tekutina vo©ne preteká (odd. 1.3).
Hranica KO sa nazýva kontrolná plocha.

Kontrolný objem môºe by´ (obr. 5.1)

� pevný: naj£astej²í prípad, napríklad úsek potrubia, £erpadlo alebo výmenník,

� pohyblivý: KO sa pohybuje kon²tantnou rýchlos´ou, napríklad spolu s lopatkou turbíny,

� deformovate©ný: hranica sa mení, napríklad pri nádrºi s meniacou sa hladinou. V takom
prípade môºeme hranicu vies´ aj po pevných stenách nádrºe nad hladinou (obr. 5.2).

(a) pevný (£erpadlo)

u

(b) pohyblivý (lopatka) (c) deformovate©ný (hladina)

Obr. 5.1. Typy kontrolných objemov: (a) pevný, (b) pohyblivý spolu s lopatkou, (c) deformovate©ný s
hranicou na pohyblivej hladine.

Pri vo©be kontrolného objemu sa riadime týmito zásadami:

1. Hranicu vedieme tam, kde poznáme alebo h©adáme veli£iny: prietoky, rýchlosti, tlaky.

2. Vstupné a výstupné prierezy volíme kolmo na smer prúdenia. Rýchlos´ je potom kolmá
na plochu a v · n = ±v.

3. Pevné steny, cez ktoré tekutina nepreteká, sú výhodnou sú£as´ou hranice. Tok hmotnosti
cez ne je nulový.

5.3 V²eobecná hmotnostná bilancia

Hmotnos´ tekutiny v kontrolnom objeme sa môºe meni´ len tak, ºe tekutina cez hranicu vte£ie
alebo vyte£ie (obr. 5.2). Platí

dmKO

dt
=

∑
ṁvst −

∑
ṁvst (5.2)

Rýchlos´ akumulácie hmotnosti v KO sa rovná rozdielu hmotnostných prietokov, ktoré do KO
vtekajú a ktoré z neho vytekajú. Je to rovnica (1.4) z úvodnej kapitoly, v ktorej je zdrojový £len
nulový.
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ṁvst,1

ṁvst,2

ṁvst

hranica KO

mKO(t)

dh/dt

Obr. 5.2. Hmotnostná bilancia nádrºe s dvoma prítokmi a jedným odtokom. Hranica KO vedie po
stenách nádrºe nad hladinou.

Integrálny tvar

Hmotnos´ v KO je mKO =
∫
V ρdV . Hmotnostné prietoky cez kontrolnú plochu S vyjadríme

pod©a (4.7). Ak zvolíme vonkaj²iu normálu n, je sú£in v ·n na výstupoch kladný a na vstupoch
záporný. Rovnicu (5.2) potom zapí²eme kompaktne:

d

dt

∫
V
ρdV +

∮
S
ρv · n dS = 0. (5.3)

Prvý £len je akumulácia, druhý je £istý odtok cez celú hranicu. Tento zápis je ²peciálnym
prípadom Reynoldsovej transportnej vety, ktorá prevádza zákony formulované pre uzavretý
systém na kontrolný objem [1]. Rovnaký postup pouºijeme pre hybnos´ (kap. 7).

Diferenciálny tvar

Ak rovnicu (5.3) pouºijeme na nekone£ne malý kontrolný objem, dostaneme rovnicu kontinuity
v diferenciálnom tvare:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0. (5.4)

Táto rovnica platí v kaºdom bode prúdiacej tekutiny a spolu s Navierovými�Stokesovými
rovnicami tvorí základ numerického modelovania prúdenia (kap. 8). V tejto knihe budeme
pracova´ prevaºne s bilanciou (5.2) pre kone£ný kontrolný objem.

5.4 Ustálené prúdenie

Pri ustálenom prúdení sa hmotnos´ v KO s £asom nemení, akumulácia je nulová. Z (5.2) vyplýva∑
ṁvst =

∑
ṁvst. (5.5)

�o do KO vte£ie, to z neho aj vyte£ie. Rovnica platí pre ©ubovo©nú tekutinu, stla£ite©nú aj
nestla£ite©nú, a aj pri zmene teploty.

Pozor na rozdiel medzi ustáleným prúdením a ustálenou prevádzkou zariadenia. Zásobník teplej
vody, ktorý sa nabíja a vybíja, pracuje neustálene, hoci prietoky v potrubiach môºu by´ v
kaºdom okamihu ustálené. Pri bilancii hmotnosti samotného zásobníka je rozhodujúce, £i sa
mení jeho obsah. Ak je zásobník úplne zaplnený kvapalinou s kon²tantnou hustotou, jeho
hmotnos´ sa nemení a prítok sa rovná odtoku, aj ke¤ sa mení teplota.
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5.5 Nestla£ite©ná tekutina

Ak je hustota kon²tantná, môºeme ju z rovnice (5.5) vykráti´. Hmotnostná bilancia sa zmení
na objemovú: ∑

Qvst =
∑

Qvst. (5.6)

Pre nestla£ite©nú tekutinu platí rovnica (5.6) aj pri neustálenom prúdení v KO s pevnými
stenami, ktorý je úplne vyplnený tekutinou. Objem tekutiny v ¬om sa totiº nemôºe meni´.
Diferenciálna rovnica (5.4) sa pre ρ = kon²t. zjednodu²í na

∇ · v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

= 0. (5.7)

Pozor � £astá chyba

Objemový prietok sa zachováva len pri kon²tantnej hustote. Ak sa hustota mení, napríklad
pri ohreve vzduchu v kolektore alebo pri expanzii plynu v potrubí, zachováva sa hmotnostný,
nie objemový prietok (pr. 5.2). Pri kvapalinách je zmena hustoty s teplotou malá (nieko©ko
percent), no pri presnom meraní prietoku alebo pri bilancii tepla ju treba zoh©adni´.
Objemové prietokomery je preto vhodné umiest¬ova´ v miestach so známou teplotou.

5.6 Rovnica kontinuity v potrubí

Uvaºujme úsek potrubia s premenným prierezom bez odbo£iek (obr. 5.3). Kontrolný objem
ohrani£íme stenami potrubia a prierezmi 1 a 2. Pri ustálenom prúdení a jednorozmernej
aproximácii (odd. 4.6) z (5.5) a (4.9) vyplýva

ρ1A1v1 = ρ2A2v2 = ṁ = kon²t. (5.8)

Pre nestla£ite©nú tekutinu dostávame známu rovnicu kontinuity

A1v1 = A2v2 = Q = kon²t. (5.9)

Stredná rýchlos´ je nepriamo úmerná ploche prierezu. Pre kruhové potrubie platí v2/v1 =
(D1/D2)

2. Zmen²enie priemeru na polovicu zvý²i rýchlos´ ²tvornásobne.

v1 v2

1 2

A1, ρ1 A2, ρ2

Obr. 5.3. Kontrolný objem úseku potrubia s premenným prierezom.

Rovnica (5.9) je teda výsledkom troch predpokladov: ustálené prúdenie, kon²tantná hustota a
jeden vstup a jeden výstup. Ak niektorý z nich neplatí, musíme sa vráti´ k v²eobecnej bilancii
(5.2).
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Príklad 5.1 � Zmena rýchlosti v redukcii

Voda prúdi potrubím s vnútorným priemerom 80mm rýchlos´ou 1,2m/s. Za redukciou má
potrubie priemer 50mm. Ur£te rýchlos´ za redukciou a prietok.
Rie²enie. Pod©a (5.9):

v2 = v1

(
D1

D2

)2

= 1,2

(
80

50

)2

= 3,07m/s, Q =
π · 0,082

4
· 1,2 = 6,03L/s.

Rýchlos´ vzrástla viac ako dvaapolkrát. V kap. 6 ukáºeme, ºe zvý²enie rýchlosti je spojené
s poklesom tlaku a v kap. 10, ºe tlaková strata rastie pribliºne s druhou mocninou rýchlosti.
■

Príklad 5.2 � Vzduchový slne£ný kolektor

Vzduchovým slne£ným kolektorom s obd¨ºnikovým kanálom prierezu 0,02m2 prúdi 0,1 kg/s
vzduchu. Na vstupe má vzduch teplotu 20 ◦C, na výstupe 60 ◦C. Ur£te objemový prietok a
rýchlos´ na vstupe a na výstupe. Tlak sa mení len málo, preto hustoty prevezmite z tab. B.2.
Rie²enie. Hmotnostný prietok je v celom kolektore rovnaký. Pri 20 ◦C je ρ1 = 1,204 kg/m3,
pri 60 ◦C je ρ2 = 1,059 kg/m3:

Q1 =
0,1

1,204
= 0,083 1m3/s, v1 =

Q1

A
= 4,15m/s;

Q2 =
0,1

1,059
= 0,094 4m3/s, v2 =

Q2

A
= 4,72m/s.

Objemový prietok a rýchlos´ vzrástli o 14%, hoci prierez kanála sa nezmenil. Ventilátor
treba preto dimenzova´ pod©a toho, £i je umiestnený na studenej alebo teplej strane
kolektora. ■

5.7 Rozde©ovanie a spájanie prúdov

V potrubných sie´ach sa prúdy rozde©ujú v odbo£kách a spájajú v zbernom potrubí. Miesto,
kde sa stretáva viac potrubí, nazývame uzol. Uzol neobsahuje ºiadny objem, v ktorom by sa
tekutina mohla hromadi´. Pre uzol preto vºdy platí

∑
i

ṁi = 0, (5.10)

kde prietoky do uzla berieme kladne a z uzla záporne. Pri nestla£ite©nej tekutine platí rovnaký
vz´ah pre objemové prietoky. Je to obdoba prvého Kirchho�ovho zákona pre elektrické obvody.
Túto analógiu vyuºijeme pri výpo£te potrubných sietí (kap. 12).

Rovnica (5.10) ur£uje len sú£et prietokov. O tom, ako sa prietok rozdelí medzi paralelné
vetvy, rozhodujú tlakové straty vo vetvách (kap. 12). Príkladom je kolektorové pole s paralelne
zapojenými kolektormi. Ak majú vetvy rôzne dlhé potrubia, rozdelí sa prietok nerovnomerne a
vzdialenej²ie kolektory sú hor²ie chladené. Proti tomu sa pouºíva zapojenie pod©a Tichelmanna
(obr. 5.4), pri ktorom majú v²etky vetvy rovnakú d¨ºku potrubia, alebo vyvaºovacie ventily.
Rozdelením prietoku medzi rúrky absorbéra jedného kolektora sa zaoberá [7].
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(a) priame zapojenie: krat²ia cesta
cez prvý kolektor, vä£²í prietok (b) Tichelmannovo zapojenie: v²etky

cesty rovnako dlhé, rovnaký prietok

Obr. 5.4. Zapojenie kolektorového po©a: (a) priame, pri ktorom má cesta cez prvý kolektor najmen²í
odpor, (b) Tichelmannovo so spätným vedením zberného potrubia, pri ktorom sú v²etky
cesty rovnako dlhé.

Zmie²avanie prúdov

Pri spájaní prúdov s rôznou teplotou sa okrem hmotnosti zachováva aj energia. Ak zanedbáme
tepelné straty a zmenu mernej tepelnej kapacity, platí pre spojenie dvoch prúdov

ṁ = ṁ1 + ṁ2, ṁ t = ṁ1t1 + ṁ2t2. (5.11)

Výsledná teplota je váºeným priemerom teplôt, pri£om váhami sú hmotnostné prietoky.
Energetickú bilanciu podrobnej²ie rozoberá kap. 6.

Príklad 5.3 � Zmie²avací ventil podlahového vykurovania

Podlahové vykurovanie potrebuje hmotnostný prietok ṁ = 0,25 kg/s s teplotou prívodu
tp = 35 ◦C. Vo vrchnej £asti akumula£ného zásobníka má voda teplotu t1 = 55 ◦C. Spiato£ka
z podlahy má t2 = 30 ◦C. Trojcestný ventil zmie²ava vodu zo zásobníka s vodou z obtoku
(obr. 5.5). Aký prietok sa odoberá zo zásobníka a aký preteká obtokom?
Rie²enie. Uzol na mieste ventilu: ṁ = ṁ1+ ṁo, energetická bilancia: ṁ tp = ṁ1t1+ ṁot2.
Dosadením ṁo = ṁ− ṁ1:

ṁ1 = ṁ
tp − t2
t1 − t2

= 0,25 · 35− 30

55− 30
= 0,05 kg/s, ṁo = 0,20 kg/s.

Zo zásobníka sa odoberá len pätina prietoku. Zvy²ok sa vracia obtokom. Takéto zapojenie
umoº¬uje vybíja´ zásobník s ve©kým teplotným rozdielom, £o je výhodné pre jeho kapacitu
aj pre udrºanie teplotného vrstvenia. Hmotnostná bilancia zásobníka zárove¬ ukazuje, ºe
do jeho spodnej £asti sa vracia rovnaký prietok 0,05 kg/s s teplotou 30 ◦C. ■

zásobník
t1

ventil

podlahové
vykurovanieobtok ṁo

ṁ1, t1
ṁ, tp

ṁ, t2ṁ1, t2

uzol

Obr. 5.5. Zmie²avací okruh podlahového vykurovania. Trojcestný ventil tvorí uzol, v ktorom sa spája
prúd zo zásobníka s prúdom z obtoku.
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5.8 Akumulácia hmotnosti

Ak sa prítok nerovná odtoku, hmotnos´ v kontrolnom objeme sa mení. Pre nádrº s kvapalinou
s kon²tantnou hustotou a s plochou hladiny An je mKO = ρAn h (pri zvislých stenách). Z (5.2)
dostaneme

An
dh

dt
= Qvst −Qvst. (5.12)

Rýchlos´ zmeny hladiny je tým men²ia, £ím je vä£²ia plocha hladiny. Ve©ká nádrº preto
pôsobí ako vyrovnávací prvok, ktorý tlmí krátkodobé rozdiely medzi prítokom a odtokom. Na
tomto princípe pracujú vyrovnávacie nádrºe, zdrºe malých vodných elektrární aj vodné nádrºe
pre£erpávacích elektrární.

Pri plynoch sa akumulácia prejavuje zmenou tlaku a hustoty. Pre nádrº s kon²tantným objemom
V a ideálny plyn pri kon²tantnej teplote platí m = pV/(rT ) a teda

V

rT

dp

dt
= ṁvst − ṁvst. (5.13)

Takto sa správajú tlakové zásobníky stla£eného vzduchu a vodíka. Plynojemy bioplynových
staníc majú naopak pruºný membránový obal. Tlak v nich je takmer kon²tantný a akumulácia
sa prejaví zmenou objemu.

Príklad 5.4 � Hladina v hornej nádrºi pre£erpávacej elektrárne

Horná nádrº pre£erpávacej elektrárne má plochu hladiny 50 000m2 (zjednodu²ene ju
povaºujeme za kon²tantnú). V £erpadlovom reºime sa do nej £erpá 20m3/s. Ako rýchlo
stúpa hladina a za aký £as stúpne o 10m?
Rie²enie. Pod©a (5.12) s Qvst = 0:

dh

dt
=

Qvst

An
=

20

50 000
= 4 · 10−4m/s = 1,44m/h, t =

10

4 · 10−4
= 25 000 s ≈ 6,9 h.

Hladina sa mení len o nie£o viac ako meter za hodinu, hoci do nádrºe vteká 20m3 vody za
sekundu. Tým je zodpovedaná druhá otázka zo za£iatku kapitoly. Objem pre£erpanej vody
500 000m3 spolu so spádom ur£uje akumulovanú energiu (kap. 14). ■

5.9 Plnenie a vyprázd¬ovanie zásobníkov

Pri plnení nádrºe kon²tantným prietokom je rie²enie rovnice (5.12) jednoduché: hladina stúpa
lineárne s £asom. Pri vyprázd¬ovaní otvorom v dne v²ak výtokový prietok závisí od vý²ky
hladiny. Z energetickej bilancie odvodíme v kap. 6 Torricelliho vz´ah pre výtokovú rýchlos´
v =

√
2gh. Skuto£ný prietok otvorom s plochou Ao je men²í. Zúºenie prúdu za ostrou hranou

otvoru a straty sa zoh©ad¬ujú sú£inite©om výtoku µ:

Q = µAo

√
2gh. (5.14)

Pre malý otvor s ostrou hranou je µ ≈ 0,6 aº 0,62, pre zaoblený vtok aº 0,97 [1, 5].

Dosadením (5.14) do (5.12) s nulovým prítokom dostaneme diferenciálnu rovnicu so
separovate©nými premennými:

An
dh

dt
= −µAo

√
2g

√
h =⇒ dh√

h
= −µAo

√
2g

An
dt.
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Integráciou od vý²ky h0 v £ase t = 0 po vý²ku h1 dostaneme £as vyprázd¬ovania

t =
2An

µAo
√
2g

(√
h0 −

√
h1

)
. (5.15)

Úplné vyprázdnenie (h1 = 0) trvá dvakrát dlh²ie, ako keby celý objem vytekal stálym
za£iato£ným prietokom. Hladina totiº klesá stále pomal²ie (obr. 5.6).

Príklad 5.5 � Vyprázdnenie akumula£nej nádrºe

Valcová nádrº na daº¤ovú vodu s priemerom 2m je naplnená do vý²ky 2m. V dne je otvor
s priemerom 50mm a sú£inite©om výtoku µ = 0,62. Za aký £as sa nádrº vyprázdni? Aký je
za£iato£ný prietok?
Rie²enie. An = π · 22/4 = 3,142m2, Ao = π · 0,052/4 = 1,963 · 10−3m2. Pod©a (5.15):

t =
2 · 3,142

0,62 · 1,963 · 10−3 ·
√
2 · 9,81

√
2 = 1 648 s ≈ 27,5min.

Za£iato£ný prietok je Q0 = 0,62 · 1,963 · 10−3
√
2 · 9,81 · 2 = 7,6L/s. Pri stálom prietoku Q0

by sa objem 6,28m3 vyprázdnil za 13,7min, teda za polovi£ný £as. ■

h(t)

Q = µAo

√
2gh

An

dh/dt < 0

0 10 20 30
0

0,5

1

1,5

2

£as t [min]

h
[m

]

Obr. 5.6. Vyprázd¬ovanie nádrºe otvorom v dne a priebeh vý²ky hladiny v £ase pre pr. 5.5.

Pri sú£asnom prítoku a odtoku rovnicu (5.12) obvykle rie²ime numericky. Sta£í jednoduchá
explicitná metóda: hk+1 = hk + ∆t (Qvst − Qvst(hk))/An. Takto sa po£íta napríklad priebeh
hladiny v zdrºi MVE (obr. 5.7) pri premenlivom prítoku z toku a riadenom odbere turbínou.

5.10 Hmotnostná bilancia energetických zariadení

Prúdová trubica veternej turbíny

Uvaºujme prúdovú trubicu, ktorá obopína rotor veternej turbíny (obr. 5.8). Cez jej plá²´ vzduch
nepreteká (odd. 4.3). Pri malých zmenách tlaku je hustota vzduchu takmer kon²tantná. Pre
prierezy ¤aleko pred rotorom (1), v rovine rotora (r) a ¤aleko za rotorom (3) platí rovnica
kontinuity

A1v1 = Arvr = A3v3. (5.16)

Rotor odoberá vzduchu kinetickú energiu, preto v1 > vr > v3. Z rovnice kontinuity potom
vyplýva, ºe prúdová trubica sa musí roz²irova´ : A1 < Ar < A3. Tým je zodpovedaná prvá
otázka zo za£iatku kapitoly. Vzduch sa pred rotorom £iasto£ne obteká okolo neho.
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Obr. 5.7. Numerické rie²enie bilancie (5.12) pre zdrº MVE s plochou 8 000m2: prítok sa mení po£as d¬a,
turbína pracuje cez de¬ s plným prietokom, v noci so zníºeným. Pri poklese na minimálnu
hladinu riadenie zníºi odber.

A1, v1 Ar, vr A3, v3

Obr. 5.8. Prúdová trubica veternej turbíny. Spomalenie vzduchu vedie k roz²íreniu prúdovej trubice.

V teórii aktuátorového disku sa spomalenie opisuje sú£inite©om axiálnej indukcie a: vr = v1(1−a)
a v3 = v1(1− 2a) [24, 25]. Druhý vz´ah odvodíme z bilancie hybnosti a energie. Najvä£²í výkon
odoberá rotor pri a = 1/3 (Betzov limit).

Príklad 5.6 � Roz²írenie prúdovej trubice

Ur£te pomer plôch prúdovej trubice ¤aleko pred rotorom a ¤aleko za ním k ploche rotora
pre a = 1/3.
Rie²enie. vr =

2
3v1, v3 =

1
3v1. Z (5.16):

A1

Ar
=

vr
v1

=
2

3
,

A3

Ar
=

vr
v3

= 2.

Rotorom prejde len vzduch, ktorý ¤aleko pred turbínou prúdil prierezom rovným dvom
tretinám plochy rotora. Za rotorom sa prúdová trubica roz²íri na dvojnásobok plochy rotora.
Preto musia by´ turbíny vo veternom parku od seba dostato£ne vzdialené. ■
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Bioplynová stanica

Hmotnostná bilancia fermentora slúºi na kontrolu prevádzky a na odhad produkcie bioplynu.
Pri ustálenej prevádzke platí

ṁsubstrt = ṁdigestt + ṁbioplyn. (5.17)

Organická su²ina substrátu sa mení na bioplyn, voda a nerozloºite©né látky odchádzajú v
digestáte.

Príklad 5.7 � Bilancia fermentora

Do fermentora sa denne dávkuje 20 t substrátu a odoberá 18,5 t digestátu. Hmotnos´ obsahu
fermentora sa nemení. Ko©ko bioplynu vzniká za de¬, ak má hustotu 1,15 kg/m3 (pr. 2.2)?
Rie²enie. ṁbioplyn = 20 − 18,5 = 1,5 t/d. Objem pri 15 ◦C a normálnom tlaku je
V = 1500/1,15 = 1 300m3/d, teda asi 54m3/h. Ak by meranie prietoku bioplynu ukazovalo
výrazne men²iu hodnotu, bolo by treba h©ada´ netesnos´ alebo chybu merania. Rovnako by
mohol digestát odchádza´ aj inou cestou, napríklad cez penu. ■

�al²ie aplikácie

� Tepelné siete: v uzavretej sieti je hmotnos´ vody kon²tantná. Ak je nutné vodu
dopl¬ova´, mnoºstvo dopl¬ovanej vody priamo meria úniky. Sleduje sa ako ukazovate©
stavu siete.

� Chladiace veºe a mokré chladenie: bilancia vody musí zah¯¬a´ odparenú vodu,
uná²ané kvapky a odluh.

� Malé vodné elektrárne: prietok turbínou nesmie prekro£i´ prietok v toku zníºený
o prietok, ktorý musí zosta´ v koryte (sana£ný alebo minimálny zostatkový prietok).
Rozhoduje o tom bilancia prietokov v mieste odberu (kap. 14).

� Spa©ovanie biomasy: hmotnostný prietok spalín sa rovná sú£tu prietoku paliva a
spa©ovacieho vzduchu, zmen²enému o prietok popola. Z neho sa dimenzujú dymovody a
ventilátory (kap. 15).

Zhrnutie kapitoly

� Hmotnostnú bilanciu zapisujeme v tvare �akumulácia = prítok − odtok�: dmKO/dt =∑
ṁvst −

∑
ṁvst.

� Pri ustálenom prúdení je akumulácia nulová a sú£et prítokov sa rovná sú£tu odtokov.
Zachováva sa hmotnostný prietok, a to aj pri zmene teploty a hustoty.

� Objemový prietok sa zachováva len pri kon²tantnej hustote.

� Rovnica kontinuity A1v1 = A2v2 je ²peciálnym prípadom pre ustálené prúdenie
nestla£ite©nej tekutiny s jedným vstupom a jedným výstupom.

� V uzle potrubnej siete je sú£et prietokov nulový. O rozdelení prietoku do vetiev rozhodujú
tlakové straty.

� Zmena hladiny v nádrºi je dh/dt = (Qvst −Qvst)/An. Vyprázdnenie nádrºe otvorom trvá
dvakrát dlh²ie ako pri stálom za£iato£nom prietoku.

� Spomalenie vzduchu v rotore veternej turbíny vedie pod©a rovnice kontinuity k roz²íreniu
prúdovej trubice.
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Kontrolné otázky

1. Zapí²te hmotnostnú bilanciu kontrolného objemu slovne a rovnicou. �o znamenajú
jednotlivé £leny?

2. Aké zásady platia pri vo©be kontrolného objemu?

3. Kedy sa zachováva objemový prietok a kedy len hmotnostný prietok?

4. Z akých predpokladov vychádza rovnica A1v1 = A2v2? Uve¤te príklad, ke¤ ju nemoºno
pouºi´.

5. Pre£o sa pri ohreve vzduchu v kolektore zvý²i jeho rýchlos´, hoci sa nezmení prierez
kanála?

6. Ako súvisí rovnica pre uzol potrubnej siete s Kirchho�ovým zákonom? Ur£uje táto rovnica
rozdelenie prietoku medzi paralelné vetvy?

7. Pre£o sa pri spájaní prúdov po£íta výsledná teplota z hmotnostných, a nie z objemových
prietokov?

8. Pre£o vyprázdnenie nádrºe otvorom trvá dvakrát dlh²ie, ako keby voda vytekala stálym
za£iato£ným prietokom?

9. Ako sa prejavuje akumulácia hmotnosti v tlakovom zásobníku plynu a ako v membránovom
plynojeme?

10. Pre£o sa prúdová trubica veternej turbíny za rotorom roz²iruje?

Úlohy na precvi£enie

1. Potrubím s priemerom 100mm preteká voda rýchlos´ou 1,5m/s. Potrubie sa rozdelí na
dve vetvy s priemermi 65mm a 50mm. V prvej vetve je rýchlos´ 2m/s. Ur£te rýchlos´ v
druhej vetve. [2,62m/s]

v = 1,5m/s

D = 100mm
D1 = 65mm, v1 = 2m/s

D2 = 50mm, v2 =?

2. Aký priemer musí ma´ zberné potrubie, do ktorého sa spája 8 paralelných vetiev
kolektorového po©a (obr. 5.4), kaºdá s prietokom 0,1L/s, ak rýchlos´ v ¬om nemá
prekro£i´ 0,8m/s? [35,7mm]

3. Zemný plyn prúdi potrubím s priemerom 150mm. V priereze 1 je absolútny tlak 4 bar,
rýchlos´ 8m/s, v priereze 2 je tlak 3,6 bar. Teplota je kon²tantná. Ur£te rýchlos´ v priereze
2. [8,89m/s]

4. Do nádrºe s plochou hladiny 12m2 priteká 15L/s a odteká 9L/s. Ako rýchlo stúpa hladina?
Za aký £as stúpne o 0,5m? [1,8m/h; 16,7min]

5. Zmie²avací ventil má pripravi´ 0,4 kg/s vody s teplotou 40 ◦C z vody s teplotou 70 ◦C a
spiato£ky s teplotou 32 ◦C. Ur£te oba prietoky. [0,084 kg/s; 0,316 kg/s]

6. Valcová nádrº s priemerom 1,2m je naplnená vodou do vý²ky 1,5m. Za aký £as klesne
hladina na 0,5m pri výtoku otvorom s priemerom 30mm a µ = 0,6? [623 s]
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7. Tlakový zásobník vodíka s objemom 2m3 má teplotu 20 ◦C. Plní sa hmotnostným
prietokom 0,5 g/s. Ako rýchlo rastie tlak? Merná plynová kon²tanta vodíka je 4 124 J/(kg ·
K). [302Pa/s]

8. Veterná turbína s priemerom rotora 90m pracuje so sú£inite©om axiálnej indukcie a = 0,3.
Ur£te priemer prúdovej trubice ¤aleko pred rotorom a ¤aleko za ním (obr. 5.8). [75,3m;
119,1m]

9. Zdrº MVE s plochou hladiny 8 000m2 má prítok 3m3/s. Turbína odoberá 4,5m3/s. Za
aký £as klesne hladina o 0,6m, ke¤ sa turbína musí odstavi´? [53min]

10. V tabu©kovom procesore alebo v Pythone numericky vyrie²te (5.12) pre nádrº z pr. 5.5,
do ktorej navy²e priteká stály prietok 3L/s. Ur£te ustálenú vý²ku hladiny a porovnajte
ju s analytickým výsledkom h∞ = Q2

vst/(2gµ
2A2

o). [0,31m]



Kapitola 6

Energia prúdiacej tekutiny a
Bernoulliho rovnica

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent zostaví mechanickú energetickú bilanciu systému s
£erpadlom, turbínou a stratami a vyjadrí ju v tlakoch aj vo vý²kach. Vie rozhodnú´, kedy
moºno pouºi´ Bernoulliho rovnicu, a pouºije ju na meranie rýchlosti a prietoku. Nakreslí
£iaru energetickej vý²ky a piezometrickú £iaru. Vysvetlí, pre£o £erpadlo v uzavretom okruhu
spotrebúva energiu, a vypo£íta jeho dopravnú vý²ku a príkon.

K©ú£ové pojmy

mechanická energia, tlaková energia, kinetická energia, potenciálna energia, energetická
vý²ka, mechanická energetická bilancia, Bernoulliho rovnica, statický, dynamický a celkový
tlak, Prandtlova trubica, piezometrická £iara, £iara energetickej vý²ky, dopravná vý²ka
£erpadla, £istý spád, stratová vý²ka, Venturiho trubica, výtok z nádrºe

Energia je ústredným pojmom celej knihy. Obnovite©né zdroje energie vyuºívajú energiu
prúdiacej vody a vzduchu a teplonosné látky treba dopravova´ s £o najmen²ou spotrebou
energie. V tejto kapitole zostavíme mechanickú energetickú bilanciu prúdiacej tekutiny.
Ukáºeme, ºe známa Bernoulliho rovnica je len jej ²peciálnym prípadom pre ideálnu tekutinu
bez strát a bez strojov. Pre technickú prax je dôleºitá roz²írená energetická rovnica s £erpadlom,
turbínou a stratami. S ¬ou budeme pracova´ vo v²etkých ¤al²ích kapitolách. Výklad nadväzuje
na [1, 5].

Na zamyslenie

Pre£o £erpadlo spotrebúva elektrickú energiu aj v uzavretom okruhu, v ktorom sa tekutina
vráti do pôvodnej vý²ky? Na za£iatku aj na konci okruhu má tekutina rovnaký tlak, rovnakú
rýchlos´ a je v rovnakej vý²ke. Kam sa podela energia, ktorú jej £erpadlo odovzdalo? A záleºí
na tom, £i sú slne£né kolektory na streche vo vý²ke 3m alebo 30m nad £erpadlom?

6.1 Formy energie tekutiny

Tekutina v prúde má nieko©ko foriem energie:

� vnútornú energiu u, ktorá súvisí s teplotou a s pohybom molekúl,

77
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� kinetickú energiu v2/2 usporiadaného pohybu,

� potenciálnu energiu gz v tiaºovom poli,

� prúdiaca tekutina navy²e prená²a cez hranicu kontrolného objemu tlakovú energiu p/ρ.

V²etky údaje sú vztiahnuté na jednotku hmotnosti (J/kg).

Tlaková energia si zaslúºi vysvetlenie. Aby sme do kontrolného objemu vtla£ili ¤al²iu tekutinu,
musí okolitá tekutina vykona´ prácu proti tlaku v KO. Na vtla£enie objemu V cez plochu A pri
tlaku p treba prácu pA · (V/A) = pV , na jednotku hmotnosti p/ρ. Táto práca sa nazýva práca
vtlá£ania (angl. �ow work) a v mechanike tekutín ju zvy£ajne nazývame tlakovou energiou [1].
Tekutina v pokoji v uzavretej nádobe túto energiu �nemá�. Prejaví sa aº pri prúdení cez hranicu.

Kinetická, potenciálna a tlaková energia sa nazývajú mechanické formy energie. Môºu sa
navzájom premie¬a´ a v ideálnom prípade ich moºno celé premeni´ na mechanickú prácu,
napríklad v turbíne. Vnútorná energia je tepelnou formou energie. Na prácu ju moºno premeni´
len £iasto£ne, v tepelnom obehu. V mechanike tekutín nás zaujíma najmä bilancia mechanickej
energie. Vnútornú energiu sledujeme len nato©ko, nako©ko do nej prechádza mechanická energia
pri stratách.

6.2 Tlaková, kinetická a potenciálna energia

Sú£et troch mechanických foriem energie jednotky hmotnosti prúdiacej tekutiny je

e =
p

ρ
+

v2

2
+ g z [J/kg]. (6.1)

Súradnica z sa meria od ©ubovo©ne zvolenej porovnávacej roviny zvisle nahor. Na vo©be
porovnávacej roviny nezáleºí, lebo v bilanciách vystupujú len rozdiely vý²ok. Podobne pri
nestla£ite©nej tekutine nezáleºí na tom, £i dosadíme absolútny tlak alebo pretlak. Musíme v²ak
by´ dôslední a v celej rovnici pouºi´ rovnaký druh tlaku.

Príklad 6.1 � Porovnanie foriem energie

Voda prúdi potrubím rýchlos´ou 2m/s pri pretlaku 3 bar. Potrubie je 10m nad
porovnávacou rovinou. Porovnajte jednotlivé formy mechanickej energie.
Rie²enie.

p

ρ
=

300 000

1000
= 300 J/kg,

v2

2
=

22

2
= 2 J/kg, gz = 9,81 · 10 = 98 J/kg.

Kinetická energia je v potrubných systémoch s beºnými rýchlos´ami malá v porovnaní
s tlakovou a potenciálnou. Pri zmene rýchlosti sa v²ak mení priamo tlak, ako ukáºe
Bernoulliho rovnica. Pri vodnej turbíne alebo dýze je naopak kinetická energia rozhodujúca.
■

6.3 Energia na jednotku hmotnosti a jednotku tiaºe

Mechanickú energiu môºeme vztiahnu´ na jednotku hmotnosti, objemu alebo tiaºe. V²etky tri
spôsoby sa v praxi pouºívajú (tab. 6.1).

Energiu na jednotku tiaºe nazývame vý²kou. Má rozmer d¨ºky a názorný význam: udáva, do akej
vý²ky by sa dala tiaº tekutiny zdvihnú´, ak by sa celá energia premenila na potenciálnu. Preto sa
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Tabu©ka 6.1. Tri spôsoby vyjadrenia mechanickej energie prúdiacej tekutiny.

Vztiahnuté na jednotku hmotnosti jednotku objemu jednotku tiaºe

tlaková p/ρ p p/(ρg)
kinetická v2/2 ρv2/2 v2/(2g)
potenciálna gz ρgz z
jednotka J/kg J/m3 = Pa J/N = m
pouºitie termodynamika, stroje tlaky, vzduchotechnika hydraulika, £erpadlá, spád

v hydraulike hovorí o tlakovej vý²ke p/(ρg), rýchlostnej vý²ke v2/(2g) a polohovej (geodetickej)
vý²ke z. Výrobcovia £erpadiel udávajú dopravnú vý²ku v metroch a vodné elektrárne majú spád
v metroch. Vz´ah medzi jednotkami je e = gH a ∆p = ρgH. Pre vodu zodpovedá 1m vý²ky
energii 9,81 J/kg a tlaku 9,81 kPa.

6.4 Mechanická energetická bilancia

Uvaºujme ustálené prúdenie nestla£ite©nej tekutiny kontrolným objemom s jedným vstupom
(1) a jedným výstupom (2), v ktorom je £erpadlo alebo turbína (obr. 6.1). Pod©a prvého zákona
termodynamiky pre otvorený systém platí na jednotku hmotnosti pretekajúcej tekutiny

q + w£ − wt =

(
u2 +

p2
ρ

+
v22
2

+ gz2

)
−
(
u1 +

p1
ρ

+
v21
2

+ gz1

)
, (6.2)

kde q je privedené teplo, w£ je práca privedená £erpadlom a wt je práca odovzdaná turbíne
(v²etko v J/kg).

porovnávacia rovina

w£

T

wt

1: p1, v1

2: p2, v2

z1

z2
straty ez

Obr. 6.1. Kontrolný objem pre mechanickú energetickú bilanciu s £erpadlom a turbínou.

Rovnicu preusporiadame tak, aby na jednej strane boli mechanické formy energie:

p1
ρ

+
v21
2

+ gz1 + w£ =
p2
ρ

+
v22
2

+ gz2 + wt + ez (6.3)

kde
ez = (u2 − u1)− q ≥ 0 (6.4)

sú energetické straty. Druhý zákon termodynamiky zaru£uje, ºe ez je vºdy nezáporná. Viskózne
trenie a turbulentné mie²anie nevratne menia mechanickú energiu na vnútornú energiu, teda
na teplo (kap. 8 a 9). Opa£ná premena sama od seba neprebieha.
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Rovnica (6.3) hovorí:mechanická energia na vstupe spolu s prácou £erpadla sa rovná mechanickej
energii na výstupe, práci odovzdanej turbíne a stratám. Je to rovnaká bilancia �prítok = odtok
+ spotreba�, akú sme zostavili pre hmotnos´, s tým rozdielom, ºe mechanická energia sa
nezachováva, ale £as´ sa �spotrebuje� na straty.

Poznámka

Straty sú �stratami� len z h©adiska mechanickej energie. Energia nezaniká, mení sa na teplo,
ktoré ohrieva tekutinu. Pri vode sta£í strata 100m vý²ky na ohrev o ∆T = ghz/cp =
9,81·100/4186 = 0,23K. Z h©adiska tepelnej bilancie je tento ohrev zanedbate©ný, z h©adiska
spotreby elektriny £erpadla v²ak ide o drahú, znehodnotenú energiu.

6.5 Bernoulliho rovnica

Ak v rovnici (6.3) nie je £erpadlo ani turbína a straty sú zanedbate©né, dostaneme

p1
ρ

+
v21
2

+ gz1 =
p2
ρ

+
v22
2

+ gz2. (6.5)

Sú£et tlakovej, kinetickej a potenciálnej energie je pozd¨º prúdu kon²tantný. Toto je Bernoulliho
rovnica. V tlakovom tvare ju zapisujeme

p+
1

2
ρv2 + ρgz = kon²t. (6.6)

Bernoulliho rovnicu moºno odvodi´ aj priamo z druhého Newtonovho zákona pre £asticu, ktorá
sa pohybuje po prúdnici. Na element d¨ºky ds s prierezom dA pôsobí v smere prúdnice tlaková
sila −(∂p/∂s) ds dA a zloºka tiaºe −ρg dsdA (dz/ds). Pri ustálenom prúdení je zrýchlenie v
smere prúdnice v dv/ds (odd. 4.1). Potom

ρ v
dv

ds
= −dp

ds
− ρg

dz

ds
=⇒ d

ds

(
p+

1

2
ρv2 + ρgz

)
= 0,

£o je rovnica (6.6) [1]. Tento postup ukazuje, ºe Bernoulliho rovnica je v podstate bilanciou síl
na £asticu tekutiny bez trenia. Tlakový rozdiel zrých©uje tekutinu, preto kde je vä£²ia rýchlos´,
je men²í tlak.

Premenu tlakovej energie na kinetickú a spä´ v zúºení potrubia ukazuje obr. 6.2.

Príklad 6.2 � Pokles tlaku v redukcii

Voda z pr. 5.1 prúdi redukciou vo vodorovnom potrubí z priemeru 80mm (v1 = 1,2m/s)
na 50mm (v2 = 3,07m/s). O ko©ko klesne tlak, ak zanedbáme straty?
Rie²enie. Pri z1 = z2 z (6.6):

p1 − p2 =
ρ

2

(
v22 − v21

)
=

998

2

(
3,072 − 1,22

)
= 4,0 kPa.

Tlak klesol, lebo £as´ tlakovej energie sa premenila na kinetickú. Za redukciou spä´ na
80mm by sa tlak ideálne vrátil na pôvodnú hodnotu. V skuto£nosti sa pri roz²írení £as´
energie stratí (kap. 11). ■
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1 2 3

H = kon²t.

tlaková vý²ka p/(ρg) rýchlostná vý²ka v2/(2g)

Obr. 6.2. Premena energie v zúºení vodorovného potrubia bez strát: sú£et tlakovej a rýchlostnej vý²ky
je vo v²etkých prierezoch rovnaký. V zúºení (2) rastie rýchlostná vý²ka na úkor tlakovej.

6.6 Predpoklady Bernoulliho rovnice

Bernoulliho rovnica je jednou z naj£astej²ie pouºívaných, ale aj naj£astej²ie nesprávne
pouºívaných rovníc mechaniky tekutín [1, 33]. Platí len pri splnení týchto predpokladov:

1. Ustálené prúdenie. Pri neustálenom prúdení pribúda £len lokálneho zrýchlenia (rozbeh,
zatváranie ventilu, hydraulický ráz).

2. Nestla£ite©ná tekutina. Pre plyny platí pribliºne, ak sa hustota mení o menej ako
nieko©ko percent. Pre vzduch to pribliºne zodpovedá rýchlostiam pod 100m/s (kap. 15).

3. Zanedbate©né trenie. Nemoºno ju pouºi´ na dlhé potrubia, úzke ²trbiny, oblasti za
prekáºkami a v úplavoch, kde sa energia stráca.

4. �iadna práca strojov. Medzi bodmi 1 a 2 nesmie by´ £erpadlo, ventilátor ani turbína.

5. �iadna výmena tepla, ktorá by menila hustotu alebo teplotu tekutiny.

6. Pozd¨º jednej prúdnice. Kon²tanta v (6.6) môºe by´ na rôznych prúdniciach rôzna.
Rovnaká je v²ade len pri nevírovom prúdení (odd. 4.11).

V potrubí s 1D aproximáciou nahrádzame prúdnicu osou potrubia a lokálnu rýchlos´ strednou
rýchlos´ou. Pri nerovnomernom pro�le treba pouºi´ Coriolisov sú£inite© (odd. 6.17).

Pozor � £astá chyba

Bernoulliho rovnica nepopisuje prúdenie cez £erpadlo, turbínu ani dlhý úsek potrubia. Pre£o
£erpadlo v uzavretom okruhu spotrebúva energiu, z nej nezistíme. Na to potrebujeme úplnú
rovnicu (6.3). Bernoulliho rovnica je vhodná na krátke úseky so zrých©ujúcim sa prúdom:
dýzy, zúºenia, vtoky, výtoky a meracie prístroje.

6.7 Fyzikálna interpretácia jednotlivých £lenov

Bernoulliho rovnica opisuje premenu jednej formy mechanickej energie na inú:
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� tlaková ↔ kinetická: v zúºení sa tlak mení na rýchlos´, v roz²írení (difúzore) naopak. Na
tom je zaloºená dýza Peltonovej turbíny aj savka reak£ných turbín, ktorá spätne získava
kinetickú energiu vody vystupujúcej z obeºného kolesa.

� potenciálna ↔ kinetická: voda padajúca z vý²ky h získa rýchlos´
√
2gh (odd. 6.15).

� potenciálna ↔ tlaková: v pokojnej kvapaline (v = 0) prechádza Bernoulliho rovnica na
hydrostatickú rovnicu p+ ρgz = kon²t. (kap. 3).

Bernoulliho rovnica teda obsahuje hydrostatiku ako ²peciálny prípad. Zárove¬ vysvet©uje, pre£o
vzniká vztlak na pro�le krídla alebo lopatky: nad pro�lom je vä£²ia rýchlos´ a men²í tlak ako
pod ním [33].

6.8 Statický, dynamický a celkový tlak

Jednotlivé £leny tlakového tvaru Bernoulliho rovnice majú vlastné názvy:

� statický tlak p je skuto£ný termodynamický tlak v tekutine. Namerali by sme ho
prístrojom, ktorý sa pohybuje spolu s tekutinou, alebo otvorom v stene kolmom na prúd,

� dynamický tlak pd = 1
2ρv

2 vyjadruje kinetickú energiu jednotky objemu,

� hydrostatický tlak ρgz,

� celkový (stagna£ný) tlak pc = p + 1
2ρv

2 nameriame v stagna£nom bode, kde sa prúd
úplne zastaví (pr. 4.2).

Na tomto princípe je zaloºená Prandtlova trubica (obr. 6.3). Otvor na £ele trubice meria celkový
tlak, otvory na plá²ti statický tlak. Ich rozdiel je dynamický tlak, z ktorého vypo£ítame rýchlos´:

v =

√
2 (pc − p)

ρ
. (6.7)

Prandtlova trubica sa pouºíva na meranie rýchlosti vo vzduchotechnike, pri skú²kach
ventilátorov a v aerodynamických tuneloch [14]. Samotná Pitotova trubica (len otvor na
£ele) meria celkový tlak. Statický tlak sa vtedy meria otvorom v stene potrubia.

Príklad 6.3 � Meranie rýchlosti vzduchu Prandtlovou trubicou

Prandtlova trubica vo vzduchovode rekupera£nej jednotky ukazuje dynamický tlak 120Pa.
Hustota vzduchu je 1,2 kg/m3. Aká je rýchlos´ vzduchu? Akú rýchlos´ by ukázala tá istá
trubica vo vode, ak by rozdiel tlakov zodpovedal st¨pcu vody 50mm?
Rie²enie. Vzduch: v =

√
2 · 120/1,2 = 14,1m/s. Voda: pc − p = ρgh, takºe v =

√
2gh =√

2 · 9,81 · 0,05 = 0,99m/s. Trubica meria lokálnu rýchlos´ v jednom bode. Na ur£enie
prietoku treba mera´ v nieko©kých bodoch prierezu (odd. 4.9). ■

6.9 Energetická a piezometrická vý²ka

Ak Bernoulliho rovnicu vydelíme ρg, dostaneme ju vo vý²kovom tvare:

H = z +
p

ρg
+

v2

2g
= kon²t. (6.8)

� H je energetická vý²ka, teda celková mechanická energia jednotky tiaºe,
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celkový tlak pc

statický tlak p

h

pd = pc − p = 1
2
ρv2

Obr. 6.3. Prandtlova trubica s U-manometrom meria dynamický tlak ako rozdiel celkového a statického
tlaku.

� hp = z + p/(ρg) je piezometrická vý²ka (odd. 3.4), do ktorej vystúpi kvapalina v
piezometrickej trubici pripojenej k potrubiu,

� v2/(2g) je rýchlostná vý²ka, o ktorú je energetická vý²ka vä£²ia ako piezometrická.

Vý²kový tvar je v hydraulike najnázornej²í. V²etky £leny majú rozmer d¨ºky a môºeme ich
zakresli´ priamo do schémy potrubia (odd. 6.13).

6.10 �erpadlo v energetickej rovnici

�erpadlo odovzdáva tekutine prácu w£ na jednotku hmotnosti. Vo vý²kovom tvare ju
vyjadrujeme ako dopravnú vý²ku £erpadla

H£ =
w£

g
=

pV − pS
ρg

+
v2V − v2S

2g
+ (zV − zS), (6.9)

kde index S ozna£uje sacie a V výtla£né hrdlo £erpadla (malé písmeno ps je v u£ebnici
vyhradené pre tlak nasýtených pár). Dopravná vý²ka je teda prírastok energetickej vý²ky
tekutiny v £erpadle. Pri rovnakých priemeroch hrdiel a malom vý²kovom rozdiele je pribliºne
H£ ≈ ∆p/(ρg).

Výkon odovzdaný tekutine, tzv. hydraulický (uºito£ný) výkon, je

Ph = ṁw£ = ρ g QH£ = Q∆p£. (6.10)

Príkon £erpadla je vä£²í o straty v £erpadle, P = Ph/η£. Tým sme odvodili vz´ah (1.2) z úvodnej
kapitoly. Charakteristikami £erpadiel sa zaoberá kap. 13.

Priebeh £iary energetickej vý²ky v systéme s £erpadlom a vo vodnej elektrárni porovnáva
obr. 6.4.

Príklad 6.4 � Dopravná vý²ka £erpadla v otvorenom systéme

�erpadlo dopravuje 10L/s vody z dolnej otvorenej nádrºe do hornej otvorenej nádrºe, ktorej
hladina je o 15m vy²²ie. Straty v potrubí sú hz = 3,2m. Ur£te dopravnú vý²ku a príkon
£erpadla pri ú£innosti 0,70.
Rie²enie. Body 1 a 2 volíme na hladinách: p1 = p2 = pa, v1 ≈ v2 ≈ 0. Z vý²kového tvaru
rovnice (6.3):

H£ = (z2 − z1) + hz = 15 + 3,2 = 18,2m.

Ph = ρgQH£ = 1000 · 9,81 · 0,01 · 18,2 = 1,79 kW, P =
1,79

0,70
= 2,55 kW.
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�erpadlo musí prekona´ geodetický rozdiel hladín aj straty. ■

H£

Hg

EGL

(a) £erpadlo: H£ = Hg + hz

T

Hb

hz

Hn

EGL

(b) turbína: Hn = Hb − hz

Obr. 6.4. �iara energetickej vý²ky (EGL): (a) £erpadlo medzi dvoma nádrºami zvy²uje energetickú
vý²ku o H£, ktorá pokryje geodetický rozdiel Hg aj straty, (b) vo vodnej elektrárni turbína
spracuje £istý spád Hn, teda hrubý spád zmen²ený o straty.

6.11 Turbína v energetickej rovnici

Turbína odoberá tekutine prácu wt. Vo vodnej energetike sa namiesto nej pouºíva £istý spád
turbíny Hn, teda rozdiel energetických vý²ok vody pred turbínou a za ¬ou. Pre vodnú elektráre¬
s hladinami hornej a dolnej vody v bodoch 1 a 2 (p1 = p2 = pa, v1 ≈ v2 ≈ 0) z (6.3) vyplýva

Hn =
wt

g
= (z1 − z2)− hz = Hb − hz, (6.11)

kde Hb = z1 − z2 je hrubý spád (obr. 6.4b) a hz sú straty v privádza£i a odpadovom kanáli.
Elektrický výkon elektrárne je

P = ηt ηg ρ g QHn, (6.12)

kde ηt je ú£innos´ turbíny a ηg ú£innos´ generátora, prípadne aj prevodovky. Rovnica (1.8) z
úvodnej kapitoly je jej zjednodu²eným tvarom s celkovou ú£innos´ou [16].

Príklad 6.5 � Výkon MVE s uváºením strát v privádza£i

Malá vodná elektráre¬ má hrubý spád 25m. Pri prietoku 1,2m3/s sú straty v privádza£i
1,8m. Ú£innos´ turbíny je 0,88, generátora 0,95. Ur£te £istý spád a elektrický výkon.
Rie²enie. Hn = 25− 1,8 = 23,2m. Pod©a (6.12):

P = 0,88 · 0,95 · 1000 · 9,81 · 1,2 · 23,2 = 228 kW.

Straty v privádza£i zníºili výkon o 1,8/25 = 7,2%. Straty rastú pribliºne s druhou mocninou
prietoku (kap. 10). Pri návrhu privádza£a preto treba h©ada´ optimum medzi cenou potrubia
vä£²ieho priemeru a ro£nou stratou výroby. ■

6.12 Energetické straty

Straty ez vyjadrujeme vo vý²kovom tvare ako stratovú vý²ku hz = ez/g [m] alebo v tlakovom
tvare ako tlakovú stratu ∆pz = ρghz [Pa]. V potrubných systémoch ich delíme na dve skupiny:
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� straty trením po d¨ºke, ktoré vznikajú v celej d¨ºke potrubia a sú úmerné jeho d¨ºke
(kap. 10),

� miestne straty v armatúrach, kolenách, zúºeniach a roz²íreniach (kap. 11).

Obidve sa zvy£ajne vyjadrujú ako násobok rýchlostnej vý²ky:

hz =

(
λ
L

D
+
∑

ζ

)
v2

2g
. (6.13)

Sú£inite© trenia λ a sú£initele miestnych odporov ζ sú empirické. Tvar vz´ahu v²ak ukazuje
dôleºitú vlastnos´: pri turbulentnom prúdení rastú straty pribliºne s druhou mocninou rýchlosti,
a teda aj prietoku. Z toho vyplýva závislos´ tretej mocniny pre výkon (odd. 1.9).

6.13 �iara energetickej vý²ky (EGL)

�iara energetickej vý²ky (angl. energy grade line, EGL) spája body, ktoré leºia vo vý²ke H = z+
p/(ρg)+v2/(2g) nad porovnávacou rovinou (obr. 6.5). Jej priebeh vyplýva priamo z energetickej
bilancie:

� bez strát a strojov je vodorovná (Bernoulliho rovnica),

� pri trení v potrubí so stálym prierezom klesá lineárne v smere prúdenia. Jej sklon hz/L
sa nazýva hydraulický sklon,

� pri miestnych odporoch (vtok, zúºenie, ventil) klesá skokom,

� na £erpadle stúpne skokom o H£, na turbíne klesne o Hn,

� nikdy nestúpa v smere prúdenia, okrem miesta, kde je £erpadlo.

os potrubia

EGL

HGL

v21
2g

v22
2g

p

ρg

hz

hladina

Obr. 6.5. �iara energetickej vý²ky (EGL) a piezometrická £iara (HGL) pri výtoku z nádrºe potrubím
so zúºením. Na vtoku a v zúºení vznikajú miestne straty, v potrubí straty trením.

6.14 Piezometrická £iara (HGL)

Piezometrická £iara (angl. hydraulic grade line, HGL) spája body vo vý²ke z + p/(ρg). Leºí o
rýchlostnú vý²ku v2/(2g) pod £iarou energetickej vý²ky. Kvapalina by vystúpila práve do tejto
vý²ky v piezometrických trubiciach pripojených k potrubiu.

� V potrubí so stálym prierezom je HGL rovnobeºná s EGL.



86 KAPITOLA 6. ENERGIA PRÚDIACEJ TEKUTINY A BERNOULLIHO ROVNICA

� Pri zúºení rýchlos´ rastie, a HGL preto klesne viac ako EGL. Pri roz²írení sa k EGL
priblíºi.

� Na výtoku do atmosféry je tlak atmosférický, HGL tu prechádza osou výtoku.

� Vzdialenos´ HGL od osi potrubia udáva tlakovú vý²ku. Ak HGL klesne pod os potrubia,
je v potrubí podtlak.

Posledná vlastnos´ je mimoriadne dôleºitá pre prax. V miestach podtlaku sa z vody uvo©¬uje
rozpustený vzduch, cez netesnosti sa do potrubia nasáva vzduch a pri poklese tlaku pod tlak
nasýtených pár vzniká kavitácia (odd. 2.9). Pri návrhu potrubí, napríklad privádza£a MVE
vedeného cez terénnu vlnu, alebo zbernej siete s natekaním, treba preto piezometrickú £iaru
vºdy zakresli´ a overi´, £i neprechádza pod potrubím. Typickým príkladom je násoska (sifón),
ktorou sa voda prepú²´a ponad prekáºku (obr. 6.6). Ak zanedbáme straty, £iara energetickej
vý²ky je vodorovná vo vý²ke hladiny a piezometrická £iara leºí o rýchlostnú vý²ku v2/(2g) = h
niº²ie, teda vo vý²ke výtoku. Celá násoska nad úrov¬ou výtoku je preto v podtlaku. Najniº²í
tlak je v najvy²²om bode, a preto vý²ka zmax nesmie prekro£i´ hodnotu, pri ktorej by tlak klesol
na tlak nasýtených pár (úloha 9).

EGL

HGL

podtlak: potrubie
leºí nad HGL

h = v2/(2g)

zmax

Obr. 6.6. Násoska bez strát: piezometrická £iara (HGL) je vodorovná vo vý²ke výtoku. Potrubie nad
¬ou je v podtlaku, najvä£²í podtlak je v najvy²²om bode.

6.15 Výtok z nádrºe

Uvaºujme ve©kú otvorenú nádrº, z ktorej vyteká voda malým otvorom v h¨bke h pod hladinou.
Bod 1 zvolíme na hladine, bod 2 v zúºenom priereze vytekajúceho prúdu. Na hladine je p1 = pa
a pri ve©kej nádrºi v1 ≈ 0. Vo výtokovom prúde je p2 = pa. Z Bernoulliho rovnice dostaneme
Torricelliho vz´ah

v2 =
√
2gh. (6.14)

Výtoková rýchlos´ sa rovná rýchlosti vo©ného pádu z vý²ky h. Potenciálna energia sa premenila
na kinetickú.

Skuto£ný prietok je men²í ako sú£in plochy otvoru a Torricelliho rýchlosti. Prúd sa za
ostrou hranou zuºuje a pri výtoku vznikajú straty. Obidva vplyvy zah¯¬a sú£inite© výtoku µ
(rov. (5.14)). Tento vz´ah sme pouºili pri vyprázd¬ovaní nádrºí (odd. 5.9).
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Príklad 6.6 � Výtok zo zásobníka

Z otvoru s priemerom 20mm vo vzdialenosti 3m pod hladinou vyteká voda. Ur£te teoretickú
výtokovú rýchlos´ a skuto£ný prietok pre µ = 0,62.
Rie²enie. v =

√
2 · 9,81 · 3 = 7,67m/s, Q = µAv = 0,62 · π·0,022

4 · 7,67 = 1,49L/s. ■

Rovnaký princíp vyuºíva Peltonova turbína. Celý £istý spád sa v dýze premení na kinetickú
energiu vodného prúdu s rýchlos´ou blízkou

√
2gHn. Pri spáde 200m je to asi 63m/s. Prúd

potom odovzdáva hybnos´ lopatkám obeºného kolesa (kap. 7 a 14).

6.16 Venturiho trubica a meranie prietoku

Venturiho trubica je potrubie s plynulým zúºením (konfúzorom), krátkym hrdlom a pozvo©ným
roz²írením (difúzorom) (obr. 6.7). V hrdle sa rýchlos´ zvä£²í a tlak klesne. Z rozdielu tlakov
ur£íme prietok. Kombináciou Bernoulliho rovnice pre prierezy 1 a 2 a rovnice kontinuity v1 =
v2A2/A1 dostaneme

Q = CdA2

√
2 (p1 − p2)

ρ [1− (A2/A1)2]
, (6.15)

kde Cd je prietokový sú£inite©, ktorý zoh©ad¬uje straty a nerovnomerný rýchlostný pro�l. Pre
dobre vyrobenú Venturiho trubicu je Cd = 0,95 aº 0,99 [14].

v1 v2

∆h =
p1 − p2

ρg

1: A1 2: A2

Obr. 6.7. Venturiho trubica s piezometrickými trubicami.

Lacnej²ou náhradou Venturiho trubice je clona: doska s otvorom vloºená medzi príruby
potrubia. Pracuje na rovnakom princípe, prúd za ostrou hranou sa v²ak odtrhne a vznikajú
ve©ké straty. Prietokový sú£inite© clony je asi 0,6. Clony a dýzy na meranie prietoku sú
normalizované. V tepelných sie´ach a solárnych systémoch sa dnes prietok meria najmä
induk£nými a ultrazvukovými prietokomermi, ktoré nevytvárajú tlakovú stratu. Rovnaký
princíp ako clona v²ak majú aj vyvaºovacie ventily s meracími vývodmi. Z nameraného
tlakového rozdielu na známom otvore ventilu sa ur£uje prietok vo vetve (kap. 12).

Príklad 6.7 � Meranie prietoku Venturiho trubicou

Venturiho trubica s priemerom potrubia 100mm a hrdla 50mm je pripojená k ortu´ovému
diferen£nému manometru, ktorý ukazuje rozdiel hladín 85mm (odd. 3.5). Ur£te prietok
vody pri Cd = 0,98.
Rie²enie. Tlakový rozdiel: p1 − p2 = (13600− 998) · 9,81 · 0,085 = 10,5 kPa. Pomer plôch
A2/A1 = (50/100)2 = 0,25, A2 = 1,963 · 10−3m2.

Q = 0,98 · 1,963 · 10−3

√
2 · 10 508

998 (1− 0,0625)
= 0,98 · 1,963 · 10−3 · 4,74 = 9,12L/s.



88 KAPITOLA 6. ENERGIA PRÚDIACEJ TEKUTINY A BERNOULLIHO ROVNICA

■

6.17 Roz²írená energetická rovnica pre technické systémy

Pre technické výpo£ty potrubí, £erpacích systémov a vodných elektrární pouºívame energetickú
bilanciu (6.3) vo vý²kovom tvare s opravou na nerovnomerný rýchlostný pro�l:

z1 +
p1
ρg

+ α1
v21
2g

+H£ = z2 +
p2
ρg

+ α2
v22
2g

+Hn + hz (6.16)

kde Hn je spád odovzdaný turbíne (odd. 6.11), v sú stredné prierezové rýchlosti a α sú
Coriolisove sú£initele (odd. 4.10). Pri turbulentnom prúdení volíme α ≈ 1, pri laminárnom
α = 2. Ekvivalentný tlakový tvar je

p1 + α1
ρv21
2

+ ρgz1 +∆p£ = p2 + α2
ρv22
2

+ ρgz2 +∆pn +∆pz. (6.17)

Postup rie²enia úloh s roz²írenou energetickou rovnicou:

1. Nakreslíme schému a zvolíme porovnávaciu rovinu.

2. Body 1 a 2 volíme tam, kde poznáme £o najviac veli£ín: na hladinách nádrºí (p = pa,
v ≈ 0), na výtokoch do atmosféry (p = pa) alebo v miestach s meraným tlakom.

3. Rýchlosti ur£íme z rovnice kontinuity.

4. Straty medzi bodmi 1 a 2 ur£íme pod©a kap. 10 a 11.

5. Vyrie²ime rovnicu pre h©adanú veli£inu a overíme, £i piezometrická £iara neklesá pod
potrubie.

6.18 Aplikácia v OZE: solárny termický okruh

Teraz môºeme odpoveda´ na otázku zo za£iatku kapitoly. Uvaºujme uzavretý solárny okruh
(obr. 1.1). Za body 1 a 2 zvolíme ten istý bod okruhu, napríklad pripojenie expanznej nádoby
(neutrálny bod N). Tekutina prejde celým okruhom a vráti sa do východiskového bodu. Potom

z1 = z2, p1 = p2, v1 = v2, Hn = 0,

a z rovnice (6.16) zostane
H£ = hz (6.18)

V uzavretom okruhu £erpadlo dodáva presne to©ko energie, ko©ko sa stratí trením a v miestnych
odporoch. Vý²ka kolektorov nad £erpadlom v tejto rovnici nevystupuje. Tekutina, ktorú £erpadlo
vytla£í do vý²ky, na druhej strane okruhu zasa klesne a potenciálna energia sa vráti. Vý²ka
budovy ur£uje len potrebný statický tlak v okruhu (pr. 3.3), nie dopravnú vý²ku £erpadla.
Priebeh piezometrickej vý²ky pozd¨º okruhu ukazuje obr. 6.8.

Príklad 6.8 � Dopravná vý²ka £erpadla solárneho okruhu

V solárnom okruhu z pr. 1.1 je celková tlaková strata 40 kPa pri prietoku 1,14m3/h.
Teplonosná kvapalina má hustotu 1 040 kg/m3. Kolektory sú 12m nad £erpadlom. Ur£te
potrebnú dopravnú vý²ku £erpadla.
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Rie²enie. Pod©a (6.18):

H£ = hz =
∆pz
ρg

=
40 000

1040 · 9,81
= 3,92m.

Vý²ka kolektorov 12m sa v dopravnej vý²ke neprejaví. Sta£í £erpadlo s dopravnou vý²kou
okolo 4m pri prietoku 1,14m3/h.
Iná situácia nastáva v drain-back systémoch, v ktorých kvapalina pri ne£innom £erpadle
ste£ie z kolektorov do zásobníka. Okruh je vtedy otvorený. �erpadlo musí pri spustení
najprv vytla£i´ kvapalinu do vý²ky kolektorov a jeho dopravná vý²ka pri rozbehu musí by´
aspo¬ 12m + hz. Po zaplnení okruhu sa vytvorí sifón a £erpadlo potom prekonáva uº len
straty. Preto sa v drain-back systémoch £asto pouºívajú dve £erpadlá v sérii alebo £erpadlo
s regulovanými otá£kami [6]. ■

N � K V N
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h£ = hz
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∆
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Obr. 6.8. Priebeh piezometrickej vý²ky pozd¨º uzavretého solárneho okruhu: N � neutrálny bod
(expanzná nádoba), � � £erpadlo, K � kolektor, V � výmenník v zásobníku. �erpadlo zvý²i
vý²ku o H£, ktorá sa pozd¨º okruhu úplne spotrebuje na straty.

Aplikácia v OZE: odpove¤ na úvodnú otázku

V uzavretom okruhu sa tekutina vracia do rovnakého stavu, jej mechanická energia sa teda
po obehu nezmení. Energia, ktorú jej odovzdalo £erpadlo, sa celá premenila trením a vírením
na teplo. �erpadlo preto neprekonáva vý²ku, ale straty. Jeho spotreba závisí od odporov
okruhu, teda od d¨ºky a priemeru potrubia, po£tu armatúr, viskozity kvapaliny a prietoku.
Zmen²i´ straty znamená priamo zmen²i´ spotrebu elektriny. Nasledujúce kapitoly ukáºu,
ako ich vypo£íta´.

Zhrnutie kapitoly

� Mechanickú energiu prúdiacej tekutiny tvorí tlaková energia p/ρ, kinetická energia v2/2
a potenciálna energia gz. Vo vý²kovom tvare sú to tlaková, rýchlostná a polohová vý²ka.

� Mechanická energetická bilancia: energia na vstupe + práca £erpadla = energia na výstupe
+ práca turbíny + straty. Straty sa menia na teplo a sú vºdy nezáporné.

� Bernoulliho rovnica p+ 1
2ρv

2+ρgz = kon²t. je ²peciálnym prípadom pre ustálené prúdenie
nestla£ite©nej tekutiny bez trenia a bez strojov pozd¨º prúdnice.
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� Celkový tlak je sú£tom statického a dynamického tlaku. Ich rozdiel meria Prandtlova
trubica.

� Dopravná vý²ka £erpadla je prírastok energetickej vý²ky, hydraulický výkon je ρgQH.
�istý spád turbíny je hrubý spád zmen²ený o straty.

� �iara energetickej vý²ky klesá v smere prúdenia a stúpa len na £erpadle. Piezometrická
£iara je o rýchlostnú vý²ku niº²ie. Ak klesne pod os potrubia, je v ¬om podtlak.

� Výtoková rýchlos´ z nádrºe je
√
2gh, Venturiho trubica a clona merajú prietok z tlakového

rozdielu.

� V uzavretom okruhu platí H£ = hz: £erpadlo prekonáva len straty, nie vý²ku.

Kontrolné otázky

1. �o je tlaková energia (práca vtlá£ania)? Pre£o ju nemá tekutina v pokoji v uzavretej
nádobe?

2. Vysvetlite význam energie vztiahnutej na jednotku tiaºe. Pre£o sa dopravná vý²ka
£erpadla udáva v metroch?

3. Zapí²te mechanickú energetickú bilanciu s £erpadlom, turbínou a stratami. Kam sa podejú
straty?

4. Za akých predpokladov platí Bernoulliho rovnica? Uve¤te tri situácie, v ktorých ju
nemoºno pouºi´.

5. Pre£o v zúºení potrubia klesá tlak?

6. Aký je rozdiel medzi statickým, dynamickým a celkovým tlakom? Ako meria rýchlos´
Prandtlova trubica?

7. Ako sa mení £iara energetickej vý²ky a piezometrická £iara pozd¨º potrubia s £erpadlom,
zúºením a výtokom do atmosféry?

8. �o znamená, ak piezometrická £iara klesne pod os potrubia? Aké to má dôsledky?

9. Aký je rozdiel medzi hrubým a £istým spádom vodnej elektrárne?

10. Pre£o v uzavretom solárnom okruhu nezávisí dopravná vý²ka £erpadla od vý²ky
kolektorov? Ako je to v drain-back systéme?

Úlohy na precvi£enie

1. Voda prúdi vodorovným potrubím, ktoré sa zuºuje z priemeru 150mm na 75mm. Pri
prietoku 20L/s je pretlak pred zúºením 150 kPa. Aký je pretlak v zúºenom priereze, ak
zanedbáme straty? [140,4 kPa]

2. Prandtlova trubica vo vodnom kanáli ukazuje rozdiel celkového a statického tlaku 1,8 kPa.
Aká je lokálna rýchlos´ vody? [1,90m/s]

3. Aký dynamický tlak nameria Prandtlova trubica na výstupe vetracej jednotky pri rýchlosti
vzduchu 8m/s a hustote 1,2 kg/m3? [38,4Pa]
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4. Z nádrºe vyteká voda potrubím d¨ºky 40m s priemerom 50mm do atmosféry. Výtok je
8m pod hladinou. Sú£et stratových sú£inite©ov je λL/D +

∑
ζ = 18. Ur£te výtokovú

rýchlos´ a prietok. [2,87m/s; 5,6L/s]

8m

L = 40m, D = 50mm

1

2

5. �erpadlo dopravuje 25m3/h vody z otvorenej studne s hladinou 6m pod osou £erpadla
do tlakovej nádoby s pretlakom 3 bar, ktorej hladina je 4m nad osou £erpadla. Straty v
sacom potrubí sú 0,8m, vo výtla£nom 2,5m. Ur£te dopravnú vý²ku a hydraulický výkon.
[43,9m; 2,99 kW]

os £erpadla

pe = 3bar

6m

4m

straty: sacie 0,8m,
výtla£né 2,5m

6. Vodná elektráre¬ má hrubý spád 60m, prietok 3m3/s a straty v privádza£i 2,4m. Celková
ú£innos´ turbíny a generátora je 0,86. Ur£te £istý spád, výkon a ro£nú výrobu pri 5 000 h
vyuºitia in²talovaného výkonu. [57,6m; 1,46MW; 7,3GW · h]

7. Aká je teoretická rýchlos´ vodného prúdu z dýzy Peltonovej turbíny pri £istom spáde
350m? [82,9m/s]

8. Venturiho trubica (obr. 6.7) s priemermi 80mm a 40mm meria prietok vody. Rozdiel
vý²ok v piezometrických trubiciach je 0,45m. Ur£te prietok (Cd = 0,97). [3,74L/s]

9. Násoskou (sifónom, obr. 6.6) s priemerom 40mm sa prepú²´a voda z nádrºe. Najvy²²í bod
násosky je 2m nad hladinou, výtok 3m pod hladinou. Zanedbajte straty. Ur£te prietok a
absolútny tlak v najvy²²om bode pri atmosférickom tlaku 101,3 kPa. [9,6L/s; 52,2 kPa]

10. Uzavretý okruh tepelnej siete má pri prietoku 40m3/h tlakovú stratu 120 kPa. Ur£te
dopravnú vý²ku, hydraulický výkon a ro£nú spotrebu elektriny £erpadla pri 6 000 h
prevádzky a celkovej ú£innosti 0,55 (ρ = 980 kg/m3). [12,5m; 1,33 kW; 14,5MW · h]
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Kapitola 7

Zákon zachovania hybnosti

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent zostaví bilanciu hybnosti kontrolného objemu s úplným
diagramom uvo©nenia a ur£í sily, ktorými prúdiaca tekutina pôsobí na redukcie, kolená,
dýzy, dosky a lopatky. Vie vysvetli´ princíp Peltonovej turbíny a vypo£íta´ jej ideálny výkon.
Pozná bilanciu momentu hybnosti a Eulerovu rovnicu hydraulických strojov a vie ur£i´ ´ah
na rotor veternej turbíny.

K©ú£ové pojmy

hybnos´, tok hybnosti, impulz sily, bilancia hybnosti, diagram uvo©nenia, reakcia prúdu,
oporný blok, vo©ný prúd, relatívna rýchlos´, lopatka, Peltonova turbína, moment hybnosti,
Eulerova rovnica turbostrojov, ´ah rotora

Bilancia hmotnosti odpovedá na otázku, ko©ko tekutiny preteká, a energetická bilancia na otázku,
ko©ko energie sa pritom premení alebo stratí. Ani jedna z nich v²ak neur£í sily. Tie potrebujeme
pri návrhu uloºenia potrubí, oporných blokov kolien privádza£a MVE, upevnenia dýz, lopatiek
turbín aj stoºiarov veterných elektrární. Silu ur£uje zmena hybnosti tekutiny. Tretí bilan£ný
zákon, zákon zachovania hybnosti, je druhým Newtonovým zákonom zapísaným pre kontrolný
objem. Výklad nadväzuje na [1, 5].

Na zamyslenie

Privádza£ malej vodnej elektrárne s priemerom 200mm prená²a prietok len 100L/s
rýchlos´ou 3m/s. Pre£o sa napriek tomu kaºdé jeho koleno musí ukotvi´ betónovým blokom,
ktorý odolá sile viac ako 13 kN? A pre£o majú lopatky Peltonovej turbíny tvar dvojitej misky,
ktorá otá£a prúd vody takmer naspä´?

7.1 Hybnos´ tekutiny

Hybnos´ telesa s hmotnos´ou m a rýchlos´ou v je vektor H = mv. Pre tekutinu v objeme V je

H =

∫
V
ρv dV. (7.1)

Veli£ina ρv je hybnos´ jednotkového objemu.

93
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Prúdiaca tekutina hybnos´ prená²a. Cez prierez s hmotnostným prietokom ṁ a (rovnomernou)
rýchlos´ou v preteká za jednotku £asu hybnos´

Ḣ = ṁv [kg ·m/s2 = N]. (7.2)

Tok hybnosti má rozmer sily. Je to vektor so smerom rýchlosti. Pri nerovnomernom rýchlostnom
pro�le ho opravujeme Boussinesqovým sú£inite©om β (odd. 4.10): Ḣ = β ṁv. Pri turbulentnom
prúdení je β ≈ 1,02 a obvykle ho zanedbávame.

7.2 Impulz sily

Druhý Newtonov zákon pre uzavretý systém hovorí, ºe výslednica vonkaj²ích síl sa rovná £asovej
zmene hybnosti: ∑

F =
dHsys

dt
⇐⇒

∑
F dt = dHsys. (7.3)

Sú£in sily a £asu sa nazýva impulz sily. Rovnica hovorí, ºe impulz sily sa rovná zmene hybnosti.
Ak chceme zmeni´ rýchlos´ alebo smer prúdu tekutiny, musí na ¬u pôsobi´ sila. Tekutina pod©a
zákona akcie a reakcie pôsobí rovnako ve©kou, opa£ne orientovanou silou na teleso, ktoré ju
odklonilo alebo zastavilo.

7.3 Bilancia hybnosti kontrolného objemu

Rovnicu (7.3) prevedieme na kontrolný objem rovnako ako pri hmotnosti (odd. 5.3). Hybnos´
v KO sa mení pôsobením síl a tým, ºe tekutina hybnos´ do KO priná²a a odná²a:

∑
F =

d

dt

∫
V
ρv dV +

∑
vst

ṁv −
∑
vst

ṁv (7.4)

Slovne: výslednica síl na tekutinu v KO sa rovná akumulácii hybnosti v KO plus tok hybnosti
z KO mínus tok hybnosti do KO. Je to opä´ bilancia �akumulácia = prítok − odtok + zdroj�,
pri£om úlohu zdroja hybnosti hrajú sily.

Do
∑

F patria v²etky vonkaj²ie sily pôsobiace na tekutinu v KO:

� tlakové sily na vstupných a výstupných prierezoch, piAi, smerujúce dovnútra KO,

� sila steny R, ktorou potrubie, lopatka alebo doska pôsobí na tekutinu. Zah¯¬a tlak aj
trenie na stenách a obvykle je h©adanou veli£inou,

� tiaº tekutiny v KO G = mg.

Základom správneho rie²enia je diagram uvo©nenia (angl. free-body diagram) kontrolného
objemu (obr. 7.1). Postupujeme takto:

1. Nakreslíme hranicu KO. Vstupné a výstupné prierezy vedieme kolmo na prúd tam, kde
poznáme tlak a rýchlos´. Ostatnú hranicu vedieme po vnútornej stene potrubia alebo
tesne okolo telesa.

2. Zvolíme súradnicovú sústavu a vyzna£íme kladné smery.

3. Zakreslíme v²etky sily na tekutinu: tlakové sily na prierezoch (vºdy smerom dovnútra
KO), silu steny R s predpokladaným smerom a tiaº.
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p1A1

ṁv1

p2A2

ṁv2R (stena → tekutina)

G

hranica KO
x

y

Obr. 7.1. Diagram uvo©nenia kontrolného objemu: tlakové sily na prierezoch (£ervené), sila steny na
tekutinu, tiaº a toky hybnosti (modré).

4. Zakreslíme toky hybnosti ṁv na vstupoch a výstupoch.

5. Zapí²eme rovnicu (7.4) po zloºkách. Ak vyjde zloºka R záporná, pôsobí opa£ne, ako sme
predpokladali.

6. Sila tekutiny na stenu je F = −R.

Pozor � £astá chyba

Pri bilancii hybnosti treba rozli²ova´ silu steny na tekutinu (R), ktorá patrí do diagramu
uvo©nenia, a silu tekutiny na stenu (F = −R), ktorú potrebujeme na dimenzovanie uloºenia.
Naj£astej²ími chybami sú zabudnuté tlakové sily na prierezoch, nesprávne znamienko toku
hybnosti a zámena pretlaku s absolútnym tlakom. Ak atmosférický tlak pôsobí zo v²etkých
strán na tekutinu aj na potrubie, jeho ú£inok sa ru²í. Potom po£ítame s pretlakom.

7.4 Jednorozmerná rovnica hybnosti

Pre ustálené prúdenie kontrolným objemom s jedným vstupom (1) a jedným výstupom (2) je
akumulácia nulová a hmotnostný prietok je rovnaký. Rovnica (7.4) sa zjednodu²í na∑

F = ṁ (β2v2 − β1v1) ≈ ṁ (v2 − v1). (7.5)

Po zloºkách:∑
Fx = ṁ (v2x − v1x),

∑
Fy = ṁ (v2y − v1y),

∑
Fz = ṁ (v2z − v1z). (7.6)

Sila potrebná na zmenu hybnosti tekutiny sa rovná sú£inu hmotnostného prietoku a vektorovej
zmeny rýchlosti. Rýchlos´ sa môºe meni´ ve©kos´ou (zúºenie, dýza) aj smerom (koleno, lopatka).

Rovnica hybnosti na rozdiel od energetickej rovnice neobsahuje straty. Nemusíme ich pozna´,
pretoºe sa prejavia len vo ve©kosti síl na stenu. Naopak, rovnicu hybnosti môºeme pouºi´ na
ur£enie strát, napríklad pri náhlom roz²írení potrubia (kap. 11).
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7.5 Reakcia prúdu na potrubie

Najjednoduch²ím prípadom je priama redukcia, v ktorej sa mení len ve©kos´ rýchlosti. Prúd sa
zrých©uje a stena musí na tekutinu pôsobi´ tak, aby spolu s tlakovými silami vyvolala zmenu
hybnosti.

Príklad 7.1 � Sila na redukciu

Vodorovnou redukciou z priemeru 150mm na 75mm preteká 20L/s vody (ρ = 998 kg/m3).
Pretlak pred redukciou je 150 kPa, za ¬ou 140,4 kPa (pozri úlohu 1 v kap. 6). Ur£te silu,
ktorou voda pôsobí na redukciu.

p1A1 p2A2

ṁv1
ṁv2

Rx

x
hranica KO

Obr. 7.2. Diagram uvo©nenia pre redukciu: tlakové sily na prierezoch smerujú dovnútra KO, sila
steny Rx pôsobí proti smeru prúdenia.

Rie²enie. A1 = 0,017 67m2, A2 = 0,004 418m2, v1 = 1,13m/s, v2 = 4,53m/s, ṁ =
19,96 kg/s. Os x volíme v smere prúdenia. Sily na tekutinu v KO (obr. 7.2): p1A1 (v smere
+x), p2A2 (v smere −x) a sila steny Rx. Rovnica (7.6):

p1A1 − p2A2 +Rx = ṁ (v2 − v1),

Rx = 19,96·(4,53−1,13)−150 000·0,01767+140 400·0,004418 = 68−2651+620 = −1 963N.

Stena pôsobí na vodu silou 1,96 kN proti smeru prúdenia. Voda pôsobí na redukciu silou
Fx = +1,96 kN v smere prúdenia. Túto silu musia prenies´ príruby a uloºenie potrubia.
Rozhodujúce sú tlakové sily. Samotná zmena hybnosti prispieva len 68N. ■

7.6 Sily v kolenách potrubia

V kolene sa mení smer rýchlosti. Aj pri nezmenenej ve©kosti rýchlosti sa hybnos´ mení, a na
koleno preto pôsobí sila. K nej sa pridávajú tlakové sily na vstupe a výstupe, ktoré v kolene nie
sú v rovnováhe, pretoºe pôsobia v rôznych smeroch (obr. 7.3).

Príklad 7.2 � Sila na koleno privádza£a MVE

Vodorovné koleno 90◦ privádza£a malej vodnej elektrárne má priemer 200mm. Prietok je
100L/s, pretlak v kolene 300 kPa. Straty v kolene zanedbáme. Ur£te silu, ktorú musí prenies´
oporný blok.
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p1A

p2A

v1

v2

Rx

Ry

x

y

(a) tekutina v KO
oporný blok

F = −R

(b) sila tekutiny na koleno

Obr. 7.3. Koleno 90◦: (a) diagram uvo©nenia tekutiny v kontrolnom objeme, (b) výsledná sila
tekutiny na koleno, ktorú prená²a oporný blok.

Rie²enie. A = 0,031 42m2, v = Q/A = 3,18m/s, ṁ = 998 · 0,1 = 99,8 kg/s. Voda vteká v
smere +x a vyteká v smere +y (obr. 7.3a). Rovnice (7.6):

x : p1A+Rx = ṁ (0− v) ⇒ Rx = −p1A− ṁv = −9425− 318 = −9 743N,

y : − p2A+Ry = ṁ (v − 0) ⇒ Ry = p2A+ ṁv = 9425 + 318 = 9 743N.

Voda pôsobí na koleno silou F = −R = (9,74; −9,74) kN. Jej ve©kos´ je F =
√
2 · 9,74 =

13,8 kN a smeruje pod uhlom 45◦ von z kolena (obr. 7.3b).
Tým je zodpovedaná prvá otázka zo za£iatku kapitoly. Zmena hybnosti tvorí len 3% sily.
Rozhodujúce sú tlakové sily. Preto sa kolená tlakových privádza£ov kotvia oporným blokom,
ktorý musí odola´ sile aj pri skú²obnom tlaku a pri tlakovom ráze. Tie sú vy²²ie ako
prevádzkový tlak. ■

Pri kolene so v²eobecným uhlom θ a rovnakým prierezom na vstupe aj výstupe dostaneme
analogickým postupom ve©kos´ sily

F = 2 (pA+ ṁv) sin
θ

2
. (7.7)

Pre θ = 90◦ je 2 sin 45◦ =
√
2, pre θ = 180◦ (spätný oblúk) je sila najvä£²ia, F = 2(pA+ ṁv).

7.7 Dýzy a prúdy kvapaliny

Vo©ný prúd kvapaliny, ktorý vyteká do atmosféry, má v celom priereze atmosférický tlak. Prúd,
ktorý z dýzy vystupuje rýchlos´ou v, nesie tok hybnosti ṁv = ρQv = ρAv2. Kým sa prúd
nestretne s prekáºkou, jeho hybnos´ sa nemení (ak zanedbáme odpor vzduchu a tiaº).

Dýza sama je vystavená sile (obr. 7.4), ktorú ur£íme bilanciou hybnosti rovnako ako pri redukcii.
Na výstupe dýzy do atmosféry je pretlak nulový. Preto býva sila na skrutky dýzy ve©ká a smeruje
v smere prúdu. Na hadicu hasi£ov alebo na dýzu Peltonovej turbíny pôsobí zárove¬ reak£ná sila
proti smeru výtoku, ktorú musí zachyti´ uloºenie. Rovnaký princíp reakcie vyuºívajú raketové
a prúdové motory.
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Príklad 7.3 � Reakcia výtokového prúdu

Z dýzy s priemerom 25mm vyteká voda rýchlos´ou 20m/s. Aký tok hybnosti prúd nesie?
Rie²enie. Q = π·0,0252

4 · 20 = 9,82L/s, ṁv = ρQv = 998 · 9,82 · 10−3 · 20 = 196N. Týmto
tokom hybnosti môºe prúd pôsobi´ na prekáºku (odd. 7.8). ■

príruba

p1A1

ṁv2, p2 = pa

Rx (dýza → voda)

sila na skrutky príruby

Obr. 7.4. Diagram uvo©nenia dýzy. Na výstupe je atmosférický tlak, preto tlaková sila na vstupe nie
je vyrovnaná a skrutky príruby sú namáhané v smere prúdu.

7.8 Náraz prúdu na dosku

Pevná doska

Prúd dopadá kolmo na pevnú dosku a rozteká sa po nej do strán (obr. 7.5a). Kontrolný
objem zah¯¬a prúd pri doske. Tlak na hranici KO je atmosférický a tiaº zanedbáme. V smere
pôvodného prúdu (x) vteká hybnos´ ṁv a nevyteká ºiadna, pretoºe prúd odteká kolmo na os x:

Rx = ṁ (0− v) = −ρQv.

Sila prúdu na dosku je
F = ρQv = ρAv2. (7.8)

Prúd z pr. 7.3 by teda na kolmú dosku pôsobil silou 196N. Pri doske sklonenej pod uhlom α
od osi prúdu je sila kolmá na dosku F = ρQv sinα, ak zanedbáme trenie o dosku.

v

F = ρQv

(a) pevná kolmá doska

v
u

F = ρA(v − u)2

(b) doska pohybujúca sa rýchlos´ou u

Obr. 7.5. Náraz prúdu na kolmú dosku: (a) pevná doska, (b) doska pohybujúca sa v smere prúdu.

Pohyblivá doska

Ak sa doska pohybuje v smere prúdu rýchlos´ou u (obr. 7.5b), zvolíme kontrolný objem, ktorý sa
pohybuje spolu s ¬ou. V ¬om je prúdenie ustálené a rozhodujúca je relatívna rýchlos´ w = v−u.
Doska �uteká� pred prúdom, preto do KO vteká len hmotnostný prietok ρA(v−u). Sila na dosku
je

F = ρA (v − u)2, (7.9)
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výkon odovzdaný doske P = Fu = ρA(v − u)2u. Najvä£²í je pri u = v/3. Jedna doska v²ak
vyuºije len 8/27 ≈ 30% kinetickej energie prúdu, pretoºe voda za doskou má e²te zna£nú
rýchlos´.

Ak prúd dopadá na rad dosiek, ktoré sa postupne dostávajú do prúdu (obvod kolesa), zachytí
sa celý prietok Q = Av. Sila je potom F = ρQ(v − u) a výkon P = ρQ(v − u)u je najvä£²í
pri u = v/2. Vyuºi´ sa dá polovica kinetickej energie prúdu. Takto pracovali historické vodné
kolesá s rovnými lopatkami.

7.9 Zmena smeru prúdu na lopatke

Ú£innos´ sa výrazne zvý²i, ak prúd na lopatke nezastavíme, ale oto£íme (obr. 7.6). Uvaºujme
rad lopatiek pohybujúcich sa rýchlos´ou u, na ktoré dopadá prúd s prietokom Q a rýchlos´ou v.
V sústave spojenej s lopatkou prichádza voda relatívnou rýchlos´ou w1 = v−u. Ak zanedbáme
trenie, odchádza rovnako ve©kou relatívnou rýchlos´ou w2 = w1, ale oto£ená o uhol θ. Zmena
zloºky rýchlosti v smere pohybu lopatky je w1−w2 cos θ = (v−u)(1− cos θ). Sila na lopatky je

F = ρQ (v − u) (1− cos θ) (7.10)

a výkon P = Fu. Najvä£²í výkon je opä´ pri u = v/2:

Pmax = ρQ
v2

4
(1− cos θ). (7.11)

Pomer k výkonu prúdu ρQv2/2 je (1− cos θ)/2. Pre θ = 90◦ (rovná doska) je 0,5, pre θ = 180◦

by bol 1. Voda by vtedy odchádzala z lopatky s nulovou absolútnou rýchlos´ou a odovzdala by
jej v²etku kinetickú energiu.

v

w2

w2

θ

u

F

Obr. 7.6. Oto£enie prúdu na lopatke Peltonovej turbíny. Voda prichádza rýchlos´ou v, lopatka sa
pohybuje rýchlos´ou u, relatívna rýchlos´ vody sa na lopatke oto£í takmer o 180◦.

Na tomto princípe pracuje Peltonova turbína. Jej lopatky majú tvar dvojitej misky s ostrím
uprostred, ktoré rozdelí prúd na dve polovice. Obe polovice sa oto£ia o uhol pribliºne 165◦ aº
170◦. Úplné oto£enie o 180◦ nie je moºné, pretoºe voda by naráºala na nasledujúcu lopatku
[13]. Skuto£né prúdenie v lopatke je trojrozmerné a dvojfázové a skúma sa experimentálne aj
metódami CFD [36].

Príklad 7.4 � Ideálny výkon Peltonovej turbíny

Peltonova turbína pracuje s £istým spádom 350m a prietokom 0,2m3/s. Uhol oto£enia prúdu
je 165◦. Ur£te rýchlos´ prúdu, optimálnu obvodovú rýchlos´ lopatiek a ideálny výkon. Straty
v dýze a trenie na lopatke zanedbajte.
Rie²enie. Rýchlos´ prúdu pod©a Torricelliho vz´ahu (odd. 6.15): v =

√
2 · 9,81 · 350 =
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82,9m/s. Optimálna obvodová rýchlos´ je u = v/2 = 41,4m/s.

P = ρQ(v − u)(1− cos θ)u = 1000 · 0,2 · 41,4 · (1 + 0,966) · 41,4 = 675 kW.

Hydraulický výkon vody je ρgQH = 687 kW. Ideálna ú£innos´ lopatiek je teda (1 −
cos 165◦)/2 = 98,3%. Skuto£né Peltonove turbíny dosahujú ú£innos´ okolo 90%. Straty
vznikajú v dýze, trením v lopatkách, rozstrekom vody a ventiláciou kolesa [13]. Tým je
zodpovedaná druhá otázka zo za£iatku kapitoly. ■

7.10 Moment hybnosti � základná my²lienka

V rota£ných strojoch, ako sú £erpadlá, ventilátory a turbíny, nás nezaujíma sila, ale krútiaci
moment na hriadeli. Ten ur£íme z bilancie momentu hybnosti. Moment hybnosti £astice
vzh©adom na os otá£ania je r×mv. Pre obeºné koleso so vstupom na polomere r1 a výstupom
na polomere r2 (obr. 7.7) platí pri ustálenom prúdení analogicky s (7.5)

M = ṁ (r2 vθ2 − r1 vθ1), (7.12)

kde M je moment, ktorým koleso pôsobí na tekutinu, a vθ je obvodová (tangenciálna) zloºka
absolútnej rýchlosti. Radiálna zloºka vr moment nevytvára, pretoºe smeruje do osi.

O

r1
r2

vθ2
vr2

v2

ω

Obr. 7.7. Obeºné koleso: moment na hriadeli závisí od obvodových zloºiek rýchlosti na vstupe a
výstupe.

Výkon je sú£inom momentu a uhlovej rýchlosti, P = Mω. S obvodovou rýchlos´ou kolesa u = ωr
dostaneme

P = ṁ (u2 vθ2 − u1 vθ1). (7.13)

Pri £erpadle je výraz v zátvorke kladný, koleso tekutine odovzdáva energiu. Pri turbíne je
záporný, tekutina odovzdáva energiu kolesu.

Príklad 7.5 � Moment na obeºnom kolese £erpadla

Voda vstupuje do obeºného kolesa odstredivého £erpadla bez víru (vθ1 = 0). Na výstupe
s polomerom 0,1m má obvodovú zloºku rýchlosti 12m/s. Hmotnostný prietok je 10 kg/s,
otá£ky 2 900/min. Ur£te moment, výkon odovzdaný vode a teoretickú dopravnú vý²ku.
Rie²enie. M = 10 · 0,1 · 12 = 12N ·m, ω = 2π · 2900/60 = 303,7/s, P = Mω = 3,64 kW.
Energia odovzdaná jednotke hmotnosti je P/ṁ = u2vθ2 = 30,4 · 12 = 364 J/kg a teoretická
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dopravná vý²ka Ht = u2vθ2/g = 37,1m. Skuto£ná dopravná vý²ka je men²ia o straty v
£erpadle (kap. 13). ■

7.11 Väzba na hydraulické turbíny

Vydelením (7.13) tiaºou prietoku ṁg dostaneme Eulerovu rovnicu hydraulických strojov
(turbostrojov) vo vý²kovom tvare [20]. Pre turbínu, v ktorej voda vstupuje na polomere 1 a
vystupuje na polomere 2, je teoretický spád spracovaný kolesom

Ht =
u1 vθ1 − u2 vθ2

g
. (7.14)

Turbína odoberá vode energiu tým, ºe jej zniºuje moment hybnosti. Rozvádza£ pred obeºným
kolesom rozto£í vodu (vytvorí ve©kú zloºku vθ1). Obeºné koleso ju potom �odkrúti�, takºe voda
z neho vystupuje s malým alebo nulovým vírom (vθ2 ≈ 0). Rovnica (7.14) platí pre v²etky typy
turbín: Francisovu, Kaplanovu aj Peltonovu. Pri Peltonovej turbíne je u1 = u2 = u a rovnica
prechádza na vz´ah odvodený v odd. 7.9. Absolútnu rýchlos´ vody v rozkladáme na uná²avú
rýchlos´ kolesa u a relatívnu rýchlos´ vo£i lopatke w (obr. 7.8). Takto vzniknuté rýchlostné
trojuholníky a návrh turbín podrobne rozoberá kap. 14.

v1

u1

w1

vθ1

vstup: ve©ký vír vθ1

v2

u2

w2

výstup bez víru: vθ2 = 0

v = u+w
absolútna = uná²avá + relatívna

Obr. 7.8. Rýchlostné trojuholníky na vstupe a výstupe obeºného kolesa turbíny. Koleso odoberá vode
obvodovú zloºku rýchlosti vθ.

�ah na rotor veternej turbíny

Bilanciu hybnosti moºno pouºi´ aj na prúdovú trubicu veternej turbíny (obr. 5.8). Tlak ¤aleko
pred rotorom aj za ním je atmosférický. Jedinou silou, ktorá mení hybnos´ vzduchu v prúdovej
trubici, je sila rotora. Pod©a (7.5) je ´ah rotora

T = ṁ (v1 − v3) = ρArvr (v1 − v3). (7.15)

Po dosadení vr = v1(1−a) a v3 = v1(1−2a) z teórie aktuátorového disku (odd. 5.10) dostaneme

T = 1
2ρArv

2
1 · 4a(1− a) = 1

2ρArv
2
1 cT , (7.16)

kde cT = 4a(1 − a) je sú£inite© ´ahu. Spojením s energetickou bilanciou prúdovej trubice sa
odvodí sú£inite© výkonu cP = 4a(1− a)2 a jeho maximum 16/27 pri a = 1/3, teda Betzov limit
[24, 25].

Príklad 7.6 � �ah na rotor veternej turbíny

Veterná turbína s priemerom rotora 80m pracuje pri rýchlosti vetra 10m/s v optimálnom
reºime (a = 1/3). Ur£te ´ah na rotor (ρ = 1,225 kg/m3).
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Rie²enie. cT = 4 · 1
3 · 2

3 = 0,889, Ar = 5027m2.

T = 1
2 · 1,225 · 5027 · 102 · 0,889 = 274 kN.

Táto sila pôsobí na vrchol stoºiara a vytvára ve©ký ohybový moment v jeho päte. Pri stoºiari
vý²ky 100m je to pribliºne 27MN ·m. Pri silnom vetre sa ´ah obmedzuje natá£aním listov.
■

Zhrnutie kapitoly

� Prúdiaca tekutina prená²a tok hybnosti ṁv, ktorý má rozmer sily.

� Bilancia hybnosti KO: výslednica síl na tekutinu = akumulácia hybnosti + tok hybnosti
von − tok hybnosti dnu. Pri ustálenom prúdení s jedným vstupom a výstupom

∑
F =

ṁ(v2 − v1).

� Do diagramu uvo©nenia patria tlakové sily na prierezoch, sila steny na tekutinu a tiaº.
Sila tekutiny na stenu je opa£ná.

� Pri redukciách a kolenách tlakových potrubí prevládajú tlakové sily nad zmenou hybnosti.
Kolená sa preto kotvia opornými blokmi.

� Prúd pôsobí na kolmú pevnú dosku silou ρQv. Na pohybujúcej sa lopatke rozhoduje
relatívna rýchlos´.

� Oto£ením prúdu o uhol blízky 180◦ vyuºíva Peltonova turbína takmer celú kinetickú
energiu prúdu. Optimálna obvodová rýchlos´ je polovicou rýchlosti prúdu.

� Bilancia momentu hybnosti vedie k Eulerovej rovnici hydraulických strojov Ht = (u1vθ1−
u2vθ2)/g.

� �ah na rotor veternej turbíny je T = 1
2ρAv

2
1 4a(1− a).

Kontrolné otázky

1. Aký rozmer má tok hybnosti a pre£o?

2. Zapí²te bilanciu hybnosti kontrolného objemu slovne a rovnicou.

3. Ktoré sily patria do diagramu uvo©nenia KO? Ktorým smerom zakres©ujeme tlakové sily
na vstupe a výstupe?

4. Aký je rozdiel medzi silou steny na tekutinu a silou tekutiny na stenu?

5. Pre£o rovnica hybnosti neobsahuje straty, hoci ich prúdenie má?

6. Pre£o sú pri kolenách tlakových potrubí rozhodujúce tlakové sily, a nie zmena hybnosti?

7. Pre£o je pri rade lopatiek optimálna obvodová rýchlos´ u = v/2?

8. Pre£o lopatky Peltonovej turbíny otá£ajú prúd takmer o 180◦ a pre£o nie presne o 180◦?

9. Ktorá zloºka rýchlosti vytvára moment na obeºnom kolese?

10. Ako turbína odoberá vode energiu z h©adiska momentu hybnosti?



7.11. VÄZBA NA HYDRAULICKÉ TURBÍNY 103

Úlohy na precvi£enie

1. Vodorovná redukcia zmen²uje priemer z 200mm na 100mm. Prietok vody je 50L/s,
pretlak pred redukciou 200 kPa. Ur£te pretlak za redukciou (bez strát) a silu na redukciu.
[181,0 kPa; 4,62 kN]

2. Vodorovné koleno 90◦ (obr. 7.3) s priemerom 300mm privádza£a MVE prená²a 250L/s
pri pretlaku 8 bar. Ur£te silu na oporný blok. [81,2 kN]

3. Aká je sila z predchádzajúcej úlohy pri skú²obnom pretlaku 12 bar bez prietoku? [120 kN]

4. Vodorovné koleno s uhlom 45◦ a priemerom 150mm prená²a 40L/s vody pri pretlaku
4 bar. Ur£te ve©kos´ sily na koleno. [5,5 kN]

45◦
D = 150mm
Q = 40L/s
pe = 4bar

5. Prúd vody s priemerom 40mm a rýchlos´ou 15m/s dopadá kolmo na pevnú dosku. Ur£te
silu. Akou silou by pôsobil na dosku sklonenú pod uhlom 30◦ k osi prúdu? [283N; 141N]

v
α

F (kolmo na dosku)

α je uhol medzi
osou prúdu a doskou

6. Prúd z predchádzajúcej úlohy dopadá na jednu dosku, ktorá sa pohybuje rýchlos´ou 5m/s
v smere prúdu. Ur£te silu a výkon. [126N; 628W]

7. Peltonova turbína má £istý spád 500m a prietok 0,5m3/s. Uhol oto£enia prúdu je 170◦.
Ur£te ideálny výkon a optimálne otá£ky, ak je stredný priemer kolesa 1,5m. [2,43MW;
631/min]

8. Voda vstupuje do obeºného kolesa Francisovej turbíny na polomere 0,6m s obvodovou
zloºkou rýchlosti 14m/s a vystupuje bez víru. Otá£ky sú 375/min, prietok 2m3/s. Ur£te
teoretický spád a výkon. [33,6m; 659 kW]

9. Ur£te ´ah na rotor s priemerom 120m pri rýchlosti vetra 12m/s a a = 0,25. [748 kN]

10. Ukáºte, ºe výkon rady lopatiek P = ρQ(v − u)(1 − cos θ)u je najvä£²í pri u = v/2, a
odvo¤te vz´ah pre Pmax.
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Kapitola 8

Reálne tekutiny a viskózne prúdenie

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent vysvetlí vznik viskóznych napätí, podmienku ulpievania
na stene a fyzikálnu prí£inu energetických strát. Z rovnováhy síl odvodí rýchlostný pro�l
pri laminárnom prúdení medzi doskami a v potrubí a vypo£íta tlakovú stratu pod©a
Hagenovho�Poiseuilleho zákona. Pozná Navierove�Stokesove rovnice ako mapu fyzikálnych
mechanizmov a vie posúdi´, ktoré ich £leny moºno v konkrétnej úlohe zanedba´.

K©ú£ové pojmy

ideálna a reálna tekutina, ²mykové napätie, rýchlostný gradient, podmienka ulpievania,
Couettovo prúdenie, Poiseuilleovo prúdenie, Hagenov�Poiseuilleov zákon, viskózna disipácia,
Navierove�Stokesove rovnice, zotrva£né a viskózne sily, Reynoldsovo £íslo, plazivé prúdenie,
Darcyho zákon

V predchádzajúcich kapitolách sme straty zaviedli ako £len ez v energetickej bilancii a vedeli sme,
ºe sú nezáporné. Nevedeli sme v²ak, pre£o vznikajú a ako ich vypo£íta´. V tejto kapitole ukáºeme,
ºe ich prí£inou je viskozita spolu s podmienkou, ºe tekutina na stene ulpieva. Pre laminárne
prúdenie odvodíme rýchlostné pro�ly a tlakové straty presne, bez empirických sú£inite©ov. Pre
turbulentné prúdenie (kap. 9 a 10) to uº nebude moºné.

Na záver kapitoly predstavíme Navierove�Stokesove rovnice. Nebudeme ich rie²i´, ale pouºijeme
ich ako mapu: kaºdý ich £len zodpovedá jednému fyzikálnemu mechanizmu a pod©a toho, ktoré
£leny prevládajú, vieme vybra´ vhodný zjednodu²ený model. Tieto rovnice sú zárove¬ základom
numerických simulácií CFD [10, 11]. Výklad nadväzuje na [1, 5].

Na zamyslenie

Zemný vrt tepelného £erpadla je naplnený zmesou vody a glykolu. V zime má kvapalina
teplotu okolo 0 ◦C a prúdi v nej pomaly. Tlaková strata vrtu je pri tom istom prietoku
nieko©kokrát vä£²ia ako pri vode. Zárove¬ v²ak býva hor²í prestup tepla z horniny. Ako súvisí
tlaková strata s rýchlostným pro�lom? A pre£o projektanti vrtov kontrolujú Reynoldsovo
£íslo, a nielen tlakovú stratu?

8.1 Ideálna a reálna tekutina

Ideálna tekutina je my²lienkový model tekutiny bez viskozity. Nemôºe prená²a´ ²mykové napätie
ani v pohybe. Prúdi bez strát a pri stene sa môºe vo©ne posúva´. Model ideálnej tekutiny vedie

107
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k Bernoulliho rovnici a dobre opisuje prúdenie v oblastiach ¤aleko od stien, napríklad v dýzach
alebo pri obtekaní telies mimo tenkej vrstvy pri povrchu.

Model ideálnej tekutiny v²ak zlyháva v dvoch dôleºitých bodoch:

� neobsahuje ºiadne straty. V potrubí by nevznikla tlaková strata a £erpadlo v uzavretom
okruhu by nepotrebovalo ºiadny výkon,

� teleso obtekané ideálnou tekutinou nemá ºiadny odpor (tzv. d'Alembertov paradox).
Pritom kaºdý, kto stál vo vetre, vie, ºe to neplatí [1].

Reálna tekutina má viskozitu. Na stene ulpieva a pri jej pohybe vznikajú ²mykové napätia
(obr. 8.1). Rozdiel medzi oboma modelmi sa prejavuje najmä v blízkosti stien. Práve tam vzniká
odpor, tlaková strata aj prenos tepla.

(a) ideálna tekutina (preklz)

τw = µ (du/dy)w

(b) reálna tekutina (ulpievanie)

Obr. 8.1. Rýchlostný pro�l pri stene: (a) ideálna tekutina sa po stene posúva, (b) reálna tekutina na
stene ulpieva a v blízkosti steny vzniká ve©ký rýchlostný gradient a ²mykové napätie τw.

8.2 Viskozita a ²mykové napätie

�mykové napätie τ je sila pôsobiaca rovnobeºne s plochou, delená jej obsahom [Pa]. V prúdiacej
tekutine vzniká medzi vrstvami, ktoré sa pohybujú rôznymi rýchlos´ami. Rýchlej²ia vrstva ´ahá
pomal²iu dopredu, pomal²ia brzdí rýchlej²iu.

Na úrovni molekúl ide o prenos hybnosti medzi vrstvami (odd. 2.4). V plynoch molekuly
preskakujú medzi vrstvami a prená²ajú so sebou hybnos´ svojej pôvodnej vrstvy. V kvapalinách
prevládajú medzimolekulové sily. �mykové napätie je teda tok hybnosti v smere kolmom na
prúd. Vzniká v smere klesajúcej rýchlosti, podobne ako tepelný tok vzniká v smere klesajúcej
teploty. Táto analógia medzi prenosom hybnosti a prenosom tepla je hlboká. Vyuºíva sa v teórii
prestupu tepla a vysvet©uje, pre£o silná väzba medzi tlakovou stratou a prestupom tepla existuje
v kaºdom výmenníku. Analógiu znázor¬uje obr. 8.2.

u

y

tok hybnosti
τ = µ du/dy

(a) viskózne trenie

T

y

tepelný tok
q = λt dT/dy

(b) vedenie tepla

Obr. 8.2. Analógia prenosu hybnosti a tepla: (a) ²mykové napätie je tokom hybnosti v smere klesajúcej
rýchlosti, (b) tepelný tok smeruje v smere klesajúcej teploty. Zna£ka λt ozna£uje tepelnú
vodivos´.
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8.3 Newtonov zákon viskozity

Pre newtonovské tekutiny je ²mykové napätie úmerné rýchlostnému gradientu (odd. 2.6):

τ = µ
du

dy
. (8.1)

V tejto kapitole ho pouºijeme na prúdenie, v ktorom má rýchlos´ jedinú zloºku u v smere x a
mení sa len v smere y. V²eobecne je napätie v tekutine opísané tenzorom napätia s deviatimi
zloºkami a Newtonov zákon spája kaºdú ²mykovú zloºku s príslu²nou rýchlos´ou deformácie
[37]. Na pochopenie podstaty viskóznych strát v²ak posta£í jednoduchý tvar (8.1).

8.4 Rýchlostný gradient

Rýchlostný gradient du/dy [1/s] vyjadruje, ako rýchlo sa mení rýchlos´ kolmo na smer prúdenia.
Je zárove¬ rýchlos´ou ²mykovej deformácie elementu tekutiny. Element, ktorého horná strana
sa pohybuje rýchlej²ie ako spodná, sa za £as dt skosí o uhol dγ = (du/dy) dt.

Najvä£²í rýchlostný gradient býva pri stene, kde rýchlos´ klesá na nulu. �mykové napätie na
stene

τw = µ

(
du

dy

)
y=0

(8.2)

ur£uje trecí odpor. V potrubí z neho priamo vyplýva tlaková strata. Pri turbulentnom prúdení
je pro�l pri stene ove©a strm²í ako pri laminárnom (obr. 4.6). Preto je aj ²mykové napätie na
stene a tlaková strata vä£²ia (kap. 9).

8.5 Prúdenie medzi doskami

Uvaºujme ustálené laminárne prúdenie nestla£ite©nej tekutiny medzi dvoma rovnobeºnými
doskami vzdialenými h. Dosky sú ve©mi dlhé a ²iroké. Prúdenie je plne vyvinuté, teda rýchlostný
pro�l sa pozd¨º prúdu nemení: u = u(y). Takéto prúdenie je rovnomerné, zrýchlenie je nulové,
a sily na kaºdý element tekutiny sú preto v rovnováhe.

Na element s rozmermi dx × dy a jednotkovou ²írkou pôsobia tlakové sily na ©avej a pravej
strane a ²mykové sily na hornej a spodnej strane (obr. 8.3). Rovnováha v smere x:

pdy −
(
p+

dp

dx
dx

)
dy +

(
τ +

dτ

dy
dy

)
dx− τ dx = 0,

odkia©
dτ

dy
=

dp

dx
. (8.3)

Zmena ²mykového napätia naprie£ prúdom je v rovnováhe s tlakovým gradientom pozd¨º prúdu.
Tlakový spád pohá¬a tekutinu, viskózne sily ju brzdia.

Po dosadení Newtonovho zákona (8.1) dostaneme

µ
d2u

dy2
=

dp

dx
= kon²t. (8.4)
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p dy

(
p+

dp

dx
dx

)
dy

(
τ +

dτ

dy
dy

)
dx

τ dx

dx

dy

x

y

Obr. 8.3. Sily na element tekutiny pri plne vyvinutom prúdení medzi doskami.

Pravá strana je kon²tantná, lebo ©avá strana závisí len od y a pravá len od x. Tlak teda klesá
pozd¨º prúdu lineárne. Dvojnásobnou integráciou a dosadením okrajových podmienok (odd. 8.9)
na spodnej doske u(0) = 0 a na hornej doske u(h) = U dostaneme v²eobecné rie²enie

u(y) = U
y

h
− h2

2µ

dp

dx

y

h

(
1− y

h

)
. (8.5)

Rýchlostný pro�l je sú£tom lineárneho pro�lu vyvolaného pohybom dosky a parabolického
pro�lu vyvolaného tlakovým spádom. Pomer oboch vplyvov vyjadruje bezrozmerný parameter
P = − h2

2µU
dp
dx (obr. 8.4).

−0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

u/U

y
/h

P = 0 (Couette)
P = 2

P = −2

Poiseuille (U = 0)

Obr. 8.4. Rýchlostné pro�ly medzi doskami pod©a (8.5). Pri P > 0 tlakový spád pomáha pohybu dosky,
pri P < 0 pôsobí proti nemu a pri spodnej doske môºe vzniknú´ spätné prúdenie. Poiseuilleov
pro�l je zobrazený v mierke strednej rýchlosti.

8.6 Couettovo prúdenie

Ak tlakový spád chýba (dp/dx = 0), tekutinu pohá¬a len pohyblivá doska. Pro�l je lineárny:

u(y) = U
y

h
, τ = µ

U

h
= kon²t. (8.6)

Toto Couettovo prúdenie sme uº pouºili pri de�nícii viskozity (obr. 2.4). �mykové napätie je v
celej vrstve rovnaké. Couettovo prúdenie dobre opisuje olejový �lm v klzných loºiskách turbín,
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generátorov a £erpadiel, v ²trbinách tesnení a v rota£ných viskozimetroch. Na jeho základe sa
po£íta trecí výkon loºísk.

8.7 Poiseuilleovo prúdenie

Medzi pevnými doskami

Ak sú obe dosky nehybné (U = 0), pohá¬a tekutinu len tlakový spád. Pro�l je parabolický s
najvä£²ou rýchlos´ou v strede. Integráciou (8.5) po ²írke ²trbiny dostaneme prietok na jednotku
²írky b:

Q

b
=

h3

12µ

(
−dp

dx

)
. (8.7)

Prietok ²trbinou rastie s tre´ou mocninou jej ²írky. Zdvojnásobenie vôle v tesnení osemnásobne
zvä£²í únik. Tento vz´ah sa pouºíva pri výpo£te priesakov ²trbinami tesnení a pri doskových
výmenníkoch s úzkymi kanálmi.

V kruhovom potrubí

Pre kruhové potrubie s polomerom R zostavíme rovnováhu síl na valec tekutiny s polomerom r
a d¨ºkou L (obr. 8.5). Na £elá valca pôsobia tlakové sily a na plá²´ ²mykové napätie:

(p1 − p2)πr
2 = τ · 2πrL =⇒ τ(r) =

∆p

L

r

2
.

�mykové napätie rastie lineárne od nuly v osi po najvä£²iu hodnotu na stene

τw =
∆p

L

R

2
=

∆pD

4L
. (8.8)

Tento vz´ah platí pre plne vyvinuté prúdenie v kruhovom potrubí pri laminárnom aj
turbulentnom prúdení. Vyplýva len z rovnováhy síl. Tlaková strata je priamo úmerná ²mykovému
napätiu na stene.

p1πr
2 p2πr

2

τ · 2πrL

L

r

u(r)
R

Obr. 8.5. Rovnováha síl na valci tekutiny v potrubí a parabolický rýchlostný pro�l laminárneho
prúdenia.

Pri laminárnom prúdení dosadíme Newtonov zákon τ = −µ du/dr (rýchlos´ klesá smerom k
stene). Integráciou s podmienkou u(R) = 0 dostaneme parabolický pro�l

u(r) =
∆p

4µL

(
R2 − r2

)
, (8.9)

ktorý sme v odd. 4.10 len uviedli. Integráciou pod©a (4.6) dostaneme prietok a strednú rýchlos´:

Q =
πR4∆p

8µL
=

πD4∆p

128µL
, v =

Q

πR2
=

∆pD2

32µL
. (8.10)
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Toto je Hagenov�Poiseuilleov zákon. Tlaková strata pri laminárnom prúdení je

∆p =
32µLv

D2
. (8.11)

Je priamo úmerná viskozite a rýchlosti. Pri danom prietoku (v ∼ Q/D2) je nepriamo úmerná
²tvrtej mocnine priemeru.

Rovnicu (8.11) moºno prepísa´ do tvaru Darcyho�Weisbachovej rovnice (6.13):

∆p =
64

Re

L

D

ρv2

2
, Re =

ρvD

µ
.

Pre laminárne prúdenie je teda sú£inite© trenia

λ =
64

Re
. (8.12)

Je to jeden z mála prípadov, ke¤ sú£inite© trenia poznáme presne, bez merania. Vyuºijeme ho
v kap. 10.

Príklad 8.1 � Laminárne prúdenie v zemnom vrte

Zemný vrt tepelného £erpadla má h¨bku 100m a jednoduchú U-rúrku s vnútorným
priemerom 26mm. Preteká ¬ou 0,2L/s zmesi so 40% propylénglykolu s teplotou 10 ◦C
(ρ = 1042 kg/m3, µ = 7,22mPa · s, tab. B.3). Overte reºim prúdenia a ur£te tlakovú stratu
rúrky d¨ºky 200m (bez miestnych strát).
Rie²enie. A = 5,31 · 10−4m2, v = Q/A = 0,377m/s,

Re =
ρvD

µ
=

1042 · 0,377 · 0,026
7,22 · 10−3

= 1414.

Prúdenie je laminárne (Re < 2300, kap. 9). Pod©a (8.11):

∆p =
32 · 7,22 · 10−3 · 200 · 0,377

0,0262
= 25,7 kPa.

Hydraulický výkon je Q∆p = 5,1W. Tlaková strata je prijate©ná. Laminárne prúdenie
má v²ak nevýhodu: prestup tepla zo steny do kvapaliny je pri ¬om podstatne hor²í ako
pri turbulentnom, pretoºe kvapalina sa v priereze nemie²a. Preto sa pri návrhu vrtov
kontroluje aj Reynoldsovo £íslo a prietok sa volí tak, aby prúdenie bolo aspo¬ v prechodovej
oblasti. Prípadne sa volí men²ia koncentrácia glykolu alebo iná teplonosná látka [28]. Tým
je zodpovedaná úvodná otázka. ■

8.8 Viskózna disipácia energie

Viskózne napätia konajú prácu na deformujúcich sa elementoch tekutiny. Táto práca sa nevratne
mení na vnútornú energiu. Výkon premenený na teplo v jednotke objemu, tzv. disipa£ná funkcia,
je pre jednoduché ²mykové prúdenie

Φ = τ
du

dy
= µ

(
du

dy

)2

[W/m3]. (8.13)

Disipácia je vºdy kladná, pretoºe obsahuje druhú mocninu gradientu. Je najvä£²ia tam, kde je
najvä£²í rýchlostný gradient, teda pri stenách (obr. 8.6).
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Obr. 8.6. Rozloºenie rýchlosti, ²mykového napätia a disipácie v priereze potrubia pri laminárnom
prúdení. Disipácia rastie s druhou mocninou polomeru a je najvä£²ia pri stene.

Pre Poiseuilleovo prúdenie v potrubí moºno overi´, ºe integrál disipácie cez celý objem potrubia
sa rovná sú£inu prietoku a tlakovej straty:∫

V
Φ dV = Q∆p. (8.14)

Výkon, ktorý £erpadlo odovzdá tekutine na prekonanie tlakovej straty, sa teda celý premení na
teplo vo vnútri tekutiny. Najvä£²ia £as´ sa premení v tenkej vrstve pri stene. Toto je presný
fyzikálny obsah £lena ez v energetickej bilancii (odd. 6.4) a odpove¤ na otázku, kam sa podela
energia £erpadla v uzavretom okruhu.

Pri turbulentnom prúdení sa mechanická energia najprv premie¬a na energiu turbulentných
vírov. Tie sa rozpadávajú na men²ie a men²ie, aº sa v najmen²ích vírových ²truktúrach energia
disipuje viskozitou (kap. 9). Kone£ným mechanizmom straty je aj v tomto prípade viskozita.

8.9 Okrajová podmienka ulpievania (no-slip)

Experimenty ukazujú, ºe reálna tekutina má na stene rovnakú rýchlos´ ako stena. Na nehybnej
stene je rýchlos´ tekutiny nulová:

vtekutina = vstena. (8.15)

Táto podmienka ulpievania (angl. no-slip condition) platí pre kvapaliny aj plyny v beºných
technických podmienkach. Poru²uje sa len vo ve©mi zriedených plynoch (odd. 1.2).

Podmienka ulpievania má zásadné dôsledky:

� na vstupe do potrubia sa pri stene vytvára medzná vrstva, ktorá postupne narastá, aº
vyplní celý prierez (obr. 8.7). Aº za touto vstupnou (nábehovou) d¨ºkou je prúdenie plne
vyvinuté. Pri laminárnom prúdení je pribliºne Le ≈ 0,05ReD, pri turbulentnom asi 10D
[1],

� v blízkosti kaºdej steny vzniká oblas´ s ve©kým rýchlostným gradientom, medzná vrstva,
v ktorej sa sústre¤uje trenie a disipácia (kap. 9),

� tekutina pri stene sa nevymie¬a s jadrom prúdu tak rýchlo ako ¤alej od steny. Pri stene
je preto aj najvä£²í odpor proti prestupu tepla,
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� za telesami, napríklad za pilierom mosta alebo za stoºiarom veternej turbíny, sa medzná
vrstva môºe od povrchu odtrhnú´. Vzniká úplav s vírmi a tlakovým odporom.

jadro

medzná vrstva

vstupná (nábehová) d¨ºka Le

plne vyvinuté prúdenie

Obr. 8.7. Vývoj medznej vrstvy na vstupe do potrubia. Rovnomerný pro�l na vstupe sa mení na
parabolický plne vyvinutý pro�l laminárneho prúdenia.

8.10 Diferenciálna bilancia hybnosti � fyzikálny význam

V kap. 7 sme zostavili bilanciu hybnosti pre kone£ný kontrolný objem. Poskytla nám sily na
potrubie a lopatky, ale nie rozloºenie rýchlosti a tlaku vo vnútri prúdu. Ak bilanciu hybnosti
zostavíme pre nekone£ne malý element tekutiny, podobne ako v odd. 8.5, ale pre v²eobecné
trojrozmerné neustálené prúdenie, dostaneme diferenciálnu rovnicu hybnosti. Je to druhý
Newtonov zákon pre element tekutiny:

ρ
Dv

Dt︸ ︷︷ ︸
hmotnos´× zrýchlenie

= −∇p︸ ︷︷ ︸
tlakové sily

+ fvisk︸︷︷︸
viskózne sily

+ ρ g︸︷︷︸
tiaº

[N/m3]. (8.16)

V²etky £leny sú sily na jednotku objemu. Zrýchlenie na ©avej strane je materiálová derivácia
rýchlosti (odd. 4.1). Hydrostatická rovnica ∇p = ρg (odd. 3.3) je ²peciálnym prípadom pre
tekutinu v pokoji, ke¤ je ©avá strana a viskózne sily nulové.

8.11 Navierove�Stokesove rovnice

Pre newtonovskú nestla£ite©nú tekutinu s kon²tantnou viskozitou sa viskózne sily dajú vyjadri´
pomocou rýchlostného po©a ako fvisk = µ∇2v [1, 37]. Rovnica (8.16) potom nadobudne tvar
Navierových�Stokesových rovníc:

ρ

(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= −∇p+ µ∇2v + ρ g (8.17)

Spolu s rovnicou kontinuity ∇·v = 0 (odd. 5.5) tvoria sústavu ²tyroch rovníc pre ²tyri neznáme
funkcie: tri zloºky rýchlosti a tlak. Pre zloºku x má rovnica tvar

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
+ ρgx,

kde u, v, w sú zloºky rýchlosti.

Navierove�Stokesove rovnice sú nelineárne, pretoºe konvektívny £len obsahuje sú£in rýchlosti a
jej derivácií. Analytické rie²enie poznáme len pre nieko©ko jednoduchých prípadov, napríklad
pre prúdenie medzi doskami a v potrubí z tejto kapitoly. Technické úlohy sa rie²ia numericky
metódami CFD. Rovnice sa pri tom diskretizujú na sieti buniek a rie²ia itera£ne [10, 11].
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8.12 Interpretácia £lenov Navierových�Stokesových rovníc

Kaºdý £len rovnice (8.17) zodpovedá jednému fyzikálnemu mechanizmu (tab. 8.1). Ak vieme,
ktoré mechanizmy v danej úlohe prevládajú, vieme vybra´ správny zjednodu²ený model.

Tabu©ka 8.1. �leny Navierových�Stokesových rovníc ako mapa fyzikálnych mechanizmov.

�len Mechanizmus Kde je dôleºitý

ρ ∂v/∂t lokálna
zotrva£nos´
(zmena v £ase)

rozbeh a odstavenie £erpadiel, hydraulický ráz,
pulzácie, turbulencia

ρ(v · ∇)v konvektívna
zotrva£nos´

dýzy, zúºenia, kolená, lopatky, obtekanie telies, vznik
turbulencie

−∇p tlakové sily v²ade. Pohá¬a prúdenie v potrubí, zrých©uje prúd v
dýze

µ∇2v viskózne trenie
(difúzia
hybnosti)

pri stenách, v medzných vrstvách, v ²trbinách, pri
pomalom prúdení

ρg tiaº hydrostatika, vo©ná hladina, prirodzená konvekcia,
vztlak

Rovnice z predchádzajúcich kapitol sú ²peciálnymi prípadmi Navierových�Stokesových rovníc:

� hydrostatika: v = 0, zostáva ∇p = ρg,

� Bernoulliho rovnica: ustálené prúdenie bez viskozity, integrácia pozd¨º prúdnice,

� Poiseuilleovo prúdenie: ustálené, plne vyvinuté prúdenie s nulovou konvektívnou
zotrva£nos´ou, rovnováha medzi tlakovým spádom a viskóznymi silami.

8.13 Kedy moºno jednotlivé £leny zanedba´

O význame jednotlivých £lenov rozhoduje ich pomer. Odhadneme ho pomocou charakteristickej
rýchlosti v a charakteristického rozmeru L. Konvektívna zotrva£ná sila na jednotku objemu je
rádovo ρv2/L, viskózna sila rádovo µv/L2. Ich pomer je

zotrva£né sily
viskózne sily

∼ ρv2/L

µv/L2
=

ρ v L

µ
= Re. (8.18)

Reynoldsovo £íslo teda nie je len kritériom prechodu do turbulencie. Je to pomer zotrva£ných a
viskóznych síl. Pod©a jeho hodnoty môºeme rovnice zjednodu²i´ (obr. 8.8):

� Re ≪ 1 � plazivé (Stokesovo) prúdenie. Zotrva£nos´ je zanedbate©ná, tlakové sily
sú v rovnováhe s viskóznymi. Takto prúdi podzemná voda v póroch hornín, olej v
úzkych ²trbinách a malé £astice v tekutine. Pre prúdenie pórovitým prostredím platí
Darcyho zákon: �ltra£ná rýchlos´ je úmerná tlakovému spádu (hydraulickému gradientu).
Vyuºíva sa pri hydrogeologických výpo£toch geotermálnych vrtov a pri návrhu otvorených
systémov tepelných £erpadiel s podzemnou vodou.

� Stredné Re � laminárne prúdenie so zotrva£nos´ou. Dôleºité sú v²etky £leny.

� Re ≫ 1 � prevládajúca zotrva£nos´. Mimo tenkých vrstiev pri stenách je viskozita
zanedbate©ná. Platí model ideálnej tekutiny (Eulerove rovnice, Bernoulliho rovnica).



116 KAPITOLA 8. REÁLNE TEKUTINY A VISKÓZNE PRÚDENIE

Viskozitu treba zoh©adni´ len v tenkej medznej vrstve pri povrchu, kde vzniká trenie. Pri
ve©kých Re sa prúdenie v potrubí a v medzných vrstvách stáva turbulentným (kap. 9).

10−2 10−1 1 10 102 103 104 105 106

Re

plazivé prúdenie
(Stokes, Darcy)

laminárne prúdenie
s vplyvom zotrva£nosti

turbulentné
(v potrubí)

prúdenie
v pôde

zemný vrt
s glykolom

vykurovacie
potrubie

list veternej
turbíny > 106

Obr. 8.8. Oblasti prúdenia pod©a Reynoldsovho £ísla a typické príklady z energetiky.

Podobne sa odhadne význam ostatných £lenov. Pomer zotrva£ných síl k tiaºovým ur£uje
Froudovo £íslo Fr = v/

√
gL. Je rozhodujúce pri prúdení s vo©nou hladinou, napríklad v

náhonoch a na prepadoch MVE (kap. 14). Pomer lokálnej a konvektívnej zotrva£nosti ur£uje,
£i moºno prúdenie povaºova´ za kvázistacionárne.

Príklad 8.2 � Odhad Reynoldsovho £ísla

Odhadnite Reynoldsovo £íslo a prevládajúce sily pre (a) vodu v potrubí s priemerom 50mm
pri rýchlosti 1m/s, (b) podzemnú vodu v ²trkopiesku so zrnami 1mm pri �ltra£nej rýchlosti
10−5m/s, (c) vzduch obtekajúci list veternej turbíny s h¨bkou pro�lu 3m pri relatívnej
rýchlosti 60m/s. Pre vodu ν = 1 · 10−6m2/s, pre vzduch ν = 1,5 · 10−5m2/s.
Rie²enie.

(a) Re = 1 · 0,05/10−6 = 50 000: turbulentné prúdenie, zotrva£nos´ prevláda, viskozita
pôsobí pri stene,

(b) Re = 10−5 · 10−3/10−6 = 0,01: plazivé prúdenie, platí Darcyho zákon,

(c) Re = 60 ·3/(1,5 ·10−5) = 1,2 ·107: viskozita je dôleºitá len v tenkej medznej vrstve na
povrchu listu. Rozloºenie tlaku a vztlak moºno odhadnú´ modelom ideálnej tekutiny,
odpor trenia v²ak nie.

■

Zhrnutie kapitoly

� Reálna tekutina má viskozitu a na stene ulpieva. Pri stene preto vzniká ve©ký rýchlostný
gradient, ²mykové napätie a disipácia.

� �mykové napätie je tok hybnosti kolmo na prúd. Pri plne vyvinutom prúdení je jeho
zmena naprie£ prúdom v rovnováhe s tlakovým spádom.

� Medzi doskami je pro�l kombináciou lineárneho (Couette) a parabolického (Poiseuille)
pro�lu.

� V kruhovom potrubí platí pre laminárne aj turbulentné prúdenie τw = ∆pD/(4L).
Pri laminárnom prúdení je pro�l parabolický a platí Hagenov�Poiseuilleov zákon
∆p = 32µLv/D2, teda λ = 64/Re.

� Výkon na prekonanie tlakovej straty sa celý mení viskóznou disipáciou na teplo, najmä
pri stenách.
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� Navierove�Stokesove rovnice sú druhým Newtonovým zákonom pre element tekutiny. Ich
£leny predstavujú zotrva£nos´, tlakové, viskózne a tiaºové sily.

� Reynoldsovo £íslo je pomer zotrva£ných a viskóznych síl. Pri Re ≪ 1 prevláda viskozita
(Darcy, Stokes), pri Re ≫ 1 zotrva£nos´ a viskozita pôsobí len v medznej vrstve.

Kontrolné otázky

1. �ím sa lí²i ideálna tekutina od reálnej? V £om model ideálnej tekutiny zlyháva?

2. Pre£o moºno ²mykové napätie povaºova´ za tok hybnosti?

3. �o je podmienka ulpievania a aké má dôsledky pre prúdenie a prestup tepla?

4. Odvo¤te rovnováhu síl na element tekutiny pri plne vyvinutom prúdení medzi doskami.

5. Pre£o tlak pri plne vyvinutom laminárnom prúdení klesá pozd¨º potrubia lineárne?

6. Pre£o vz´ah τw = ∆pD/(4L) platí aj pri turbulentnom prúdení?

7. Ako závisí prietok ²trbinou od jej ²írky? Aký to má význam pre tesnenia?

8. Ako závisí tlaková strata pri laminárnom prúdení od viskozity, rýchlosti a priemeru
potrubia?

9. Kam sa podeje výkon, ktorý £erpadlo vynaloºí na prekonanie tlakovej straty? Kde vzniká
najvä£²ia disipácia?

10. Aký fyzikálny význam má Reynoldsovo £íslo? Ktoré £leny Navierových�Stokesových rovníc
moºno zanedba´ pri Re ≪ 1 a ktoré pri Re ≫ 1?

Úlohy na precvi£enie

1. Olej s viskozitou 0,08Pa · s vyp¨¬a ²trbinu hrúbky 0,5mm medzi pevnou a pohyblivou
doskou (obr. 2.4), ktorá sa pohybuje rýchlos´ou 2m/s. Ur£te ²mykové napätie a trecí
výkon na 1m2 plochy. [320Pa; 640W/m2]

2. Voda s teplotou 20 ◦C prúdi laminárne potrubím s priemerom 4mm a d¨ºkou 2m pri
tlakovom rozdiele 500Pa. Ur£te prietok, strednú rýchlos´ a Reynoldsovo £íslo. Overte, £i
je prúdenie laminárne. [1,57mL/s; 0,125m/s; 497]

3. Aká je najvä£²ia rýchlos´ a ²mykové napätie na stene v úlohe 2? [0,250m/s; 0,25Pa]

4. �trbinou tesnenia ²írky 0,1mm, d¨ºky 20mm a obvodu 0,3m uniká voda (µ = 1·10−3 Pa·s)
pri tlakovom rozdiele 5 bar. Ur£te únik v L/h. Ako sa zmení pri dvojnásobnej ²írke ²trbiny?
[2 250L/h; 8× viac]

puzdro

hriade©

L = 20mm

p1 p2

²trbina h = 0,1mm

L

h

rozvinutá ²trbina
²írky b = πD = 0,3m
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5. Tlaková strata 1,2 kPa bola nameraná na úseku potrubia s priemerom 40mm a d¨ºkou
10m. Ur£te ²mykové napätie na stene. [1,2Pa]

6. Ako sa zmení tlaková strata zemného vrtu z pr. 8.1, ak teplota zmesi klesne na −5 ◦C
a viskozita vzrastie na 15mPa · s? Prietok sa nezmení a prúdenie zostane laminárne.
[53,4 kPa]

7. Ukáºte, ºe pre laminárne prúdenie v potrubí je ²mykové napätie na stene τw = 8µv/D a
odvo¤te z toho vz´ah λ = 64/Re.

8. Integráciou (8.5) s U = 0 odvo¤te vz´ah (8.7) pre prietok ²trbinou.

9. Ur£te Reynoldsovo £íslo pre (a) vodu prúdiacu v podlahovom vykurovaní v rúrke s
vnútorným priemerom 12mm rýchlos´ou 0,3m/s pri 35 ◦C (ν = 0,72 · 10−6m2/s), (b)
vzduch v ²trbine vzduchového kolektora vý²ky 20mm pri rýchlosti 2m/s (ν = 1,7 ·
10−5m2/s, charakteristický rozmer 2h). [5 000; 4 700]

10. Pomocou Hagenovho�Poiseuilleho zákona vysvetlite, pre£o je prúdenie krvi v najmen²ích
cievach a prúdenie podzemnej vody v póroch hornín laminárne, a odhadnite ich
Reynoldsove £ísla.



Kapitola 9

Laminárne a turbulentné prúdenie

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent ur£í reºim prúdenia z Reynoldsovho £ísla a vysvetlí
rozdiely medzi laminárnym, prechodovým a turbulentným prúdením. Rozloºí okamºitú
rýchlos´ na strednú hodnotu a �uktuáciu, vypo£íta intenzitu turbulencie a vysvetlí pôvod
turbulentného napätia. Pozná univerzálny rýchlostný pro�l pri stene, vypo£íta hrúbku
viskóznej podvrstvy a posúdi, £i je stena hydraulicky hladká alebo drsná. Vie zhodnoti´
energetické dôsledky turbulencie pre tlakové straty, prestup tepla a mie²anie v zariadeniach
OZE.

K©ú£ové pojmy

Reynoldsov pokus, kritické Reynoldsovo £íslo, laminárne, prechodové a turbulentné
prúdenie, intermitencia, víry, energetická kaskáda, Kolmogorovova mierka, �uktuácia
rýchlosti, intenzita turbulencie, £asová stredná hodnota, Reynoldsov rozklad, Reynoldsovo
napätie, turbulentná viskozita, zmie²avacia d¨ºka, trecia rýchlos´, viskózna podvrstva,
logaritmický zákon, medzná vrstva, ekvivalentná drsnos´, hydraulicky hladká a drsná stena

V kap. 8 sme odvodili rýchlostné pro�ly a tlakové straty pre laminárne prúdenie presne, len
z rovnováhy síl a Newtonovho zákona viskozity. Vä£²ina prúdení v technickej praxi je v²ak
turbulentná: voda vo vykurovacom a solárnom okruhu, v tepelnej sieti aj v privádza£i malej
vodnej elektrárne, vzduch vo vzduchotechnike aj vietor, ktorý obteká rotor veternej turbíny.
Turbulentné prúdenie je neusporiadané a rýchlos´ v kaºdom bode neustále kolí²e. Presné rie²enie
preto nepoznáme a inºinierske výpo£ty sa opierajú o £asovo stredné hodnoty, rozmerovú analýzu
a experimenty.

Cie©om kapitoly nie je teória turbulencie. Chceme porozumie´, kedy prúdenie prechádza do
turbulencie, £ím sa turbulentné prúdenie odli²uje od laminárneho a pre£o má vä£²ie tlakové
straty, ale aj omnoho lep²í prestup tepla a mie²anie. Tieto poznatky priamo vyuºijeme v kap. 10
pri výpo£te sú£inite©a trenia. Výklad nadväzuje na [1, 5, 33]. Hlb²í výklad turbulencie nájde
£itate© v [38, 39].

Na zamyslenie

Absorbér plochého slne£ného kolektora typu �harfa� má desa´ rovnobeºných rúrok s
vnútorným priemerom 8mm. Pri takzvanom nízkoprietokovom reºime (low-�ow) preteká
kolektorom len asi 15L/h na m2 plochy. Výrobcovia upozor¬ujú, ºe pri takomto prietoku
treba pouºi´ absorbér s jednou meandrovou rúrkou, nie harfu. Pre£o? �o sa v rúrkach zmení,

119
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ke¤ sa ten istý prietok rozdelí do desiatich rúrok namiesto jednej?

9.1 Reynoldsov experiment

Existenciu dvoch rôznych reºimov prúdenia systematicky preukázal anglický inºinier Osborne
Reynolds v roku 1883 [40]. Jeho pokus je dodnes základným laboratórnym cvi£ením mechaniky
tekutín (obr. 9.1). Z ve©kej nádrºe s pokojnou vodou vytekala voda sklenenou trubicou so
zaobleným vstupom. Prietok sa nastavoval ventilom na konci trubice. Tenkou ihlou sa do osi
vstupu privádzalo farbivo.

nádrº s vodou sklenená trubica

farbivo

ventilv

(a) laminárne

(b) prechodové

(c) turbulentné

turbulentný oblá£ik

Obr. 9.1. Reynoldsov pokus. Hore usporiadanie, dole vzh©ad prúºku farbiva pri (a) laminárnom, (b)
prechodovom a (c) turbulentnom prúdení.

Pri malej rýchlosti zostáva prúºok farbiva tenký a ostrý po celej d¨ºke trubice. Farbivo sa
roz²iruje len molekulovou difúziou, ktorá je ve©mi pomalá. Tekutina sa pohybuje v rovnobeºných
vrstvách, ktoré sa navzájom nemie²ajú. Takéto prúdenie nazývame laminárne (z lat. lamina �
vrstva, doska).

Pri vä£²ej rýchlosti sa prúºok za£ne vlni´ a v niektorých úsekoch sa náhle rozpadne na víry. Tie
sa ²íria dolu prúdom a farbivo sa v nich rozmie²a po celom priereze. Obdobia usporiadaného a
neusporiadaného prúdenia sa striedajú. Hovoríme o prechodovom prúdení.

Pri e²te vä£²ej rýchlosti sa farbivo rozmie²a takmer hne¤ za vstupom a celá trubica je
rovnomerne sfarbená. Pohyb tekutiny je nepravidelný, trojrozmerný a vírivý. Takéto prúdenie
nazývame turbulentné (z lat. turbulentus � nepokojný, búrlivý).

Reynolds opakoval pokus s rôznymi priemermi trubíc a pri rôznych teplotách vody, teda pri
rôznej viskozite. Zistil, ºe o reºime nerozhoduje samotná rýchlos´, priemer ani viskozita, ale ich
bezrozmerná kombinácia vD/ν. Dnes ju nazývame Reynoldsovo £íslo [1, 40].
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9.2 Reynoldsovo £íslo

Pre prúdenie v kruhovom potrubí de�nujeme Reynoldsovo £íslo pomocou strednej rýchlosti v a
vnútorného priemeru D:

Re =
ρ v D

µ
=

v D

ν
. (9.1)

V odd. 8.13 sme ukázali, ºe Re je pomer zotrva£ných a viskóznych síl (rov. (8.18)). Viskozita
tlmí náhodné poruchy, zotrva£nos´ ich zosil¬uje. Pri malom Re viskozita kaºdú poruchu utlmí a
prúdenie zostane laminárne. Pri ve©kom Re sa poruchy zosilnia a prúdenie prejde do turbulencie.

Hodnota Re, pri ktorej sa to stane, sa nazýva kritické Reynoldsovo £íslo. Nie je to presná
fyzikálna kon²tanta. Závisí od úrovne porúch na vstupe, od vibrácií potrubia a od drsnosti steny.
V starostlivo pripravených pokusoch s ve©mi hladkou trubicou sa laminárne prúdenie podarilo
udrºa´ aº do Re ≈ 100 000 [1]. Naopak, pod hodnotou pribliºne 2000 sa kaºdá porucha utlmí
a prúdenie sa vºdy vráti do laminárneho stavu. Pre technické výpo£ty v kruhových potrubiach
pouºívame hranice [1]

Re < 2300 laminárne prúdenie,

2300 < Re < 4000 prechodová oblas´,

Re > 4000 turbulentné prúdenie.

(9.2)

Pre potrubie nekruhového prierezu (vzduchotechnické potrubie, kanál vzduchového kolektora,
medzikruºie výmenníka) sa v (9.1) namiesto D pouºíva hydraulický priemer

Dh =
4A

O
, (9.3)

kde A je plocha prierezu a O omo£ený obvod. Pre kruh vychádza Dh = D, pre obd¨ºnik so
stranami a, b je Dh = 2ab/(a+ b). Podrobnej²ie sa mu venuje odd. 10.2.

Pri obtekaní telies a pri prúdení pozd¨º stien sa Reynoldsovo £íslo vz´ahuje na iný charakteristický
rozmer, napríklad na vzdialenos´ od nábeºnej hrany dosky (odd. 9.10) alebo na h¨bku pro�lu
lopatky. Kritické hodnoty sú potom iné. Pri uvádzaní Re preto treba vºdy poveda´, ku ktorému
rozmeru sa vz´ahuje.

Príklad 9.1 � Reºim prúdenia v zariadeniach OZE

Ur£te reºim prúdenia v týchto prípadoch:

(a) rúrka absorbéra s D = 8mm, voda 40 ◦C, v = 0,02m/s,

(b) solárny okruh s D = 16mm, prietok 2L/min zmesi so 40% propylénglykolu pri 10 ◦C
a pri 65 ◦C,

(c) potrubie tepelnej siete DN100 (D = 0,1m), voda 70 ◦C, v = 1m/s,

(d) vzduchotechnické potrubie 400mm × 250mm, vzduch 20 ◦C, v = 4m/s.

Viskozity vezmite z tab. B.1 aº B.3.
Rie²enie.

(a) Re = 0,02 · 0,008/0,658 · 10−6 = 243: laminárne.

(b) v = Q/A = 3,33 · 10−5/2,01 · 10−4 = 0,166m/s. Pri 10 ◦C je Re = 0,166 · 0,016/6,925 ·
10−6 = 383, pri 65 ◦C je Re = 0,166 · 0,016/1,165 · 10−6 = 2280. V oboch prípadoch
je prúdenie laminárne, pri 65 ◦C v²ak uº na hranici prechodovej oblasti.

(c) Re = 1 · 0,1/0,413 · 10−6 = 242 000: výrazne turbulentné.



122 KAPITOLA 9. LAMINÁRNE A TURBULENTNÉ PRÚDENIE

(d) Dh = 2 · 0,4 · 0,25/0,65 = 0,308m, Re = 4 · 0,308/1,52 · 10−5 = 81 000: turbulentné.

Prípad (b) ukazuje, ºe v tom istom okruhu sa reºim mení s teplotou. Ráno pri rozbehu je
prúdenie laminárne, pri prevádzkovej teplote sa blíºi k prechodovej oblasti. ■

9.3 Laminárne prúdenie

V laminárnom prúdení sa £astice tekutiny pohybujú po hladkých dráhach. Pri ustálenom
prúdení sú tieto dráhy zhodné s prúdnicami. Hybnos´, teplo aj prímesi sa naprie£ prúdom
prená²ajú len molekulovým pohybom, teda viskozitou, tepelnou vodivos´ou a difúziou. Z toho
vyplývajú vlastnosti, ktoré poznáme z kap. 8:

� rýchlostný pro�l v potrubí je parabolický a maximálna rýchlos´ v osi je dvojnásobkom
strednej rýchlosti (obr. 4.6),

� tlaková strata je úmerná prvej mocnine rýchlosti a nezávisí od drsnosti steny, platí λ =
64/Re (rov. (8.12)),

� prúdenie je deterministické: pri rovnakých okrajových podmienkach dostaneme vºdy
rovnaký výsledok a vieme ho vypo£íta´,

� prenos tepla a látky naprie£ prúdom je pomalý.

Posledná vlastnos´ je pre energetiku rozhodujúca. Pri plne vyvinutom laminárnom prúdení v
kruhovej rúre je Nusseltovo £íslo kon²tantné a nezávisí od rýchlosti. Pre kon²tantnú hustotu
tepelného toku na stene je Nu = hD/k = 4,36, pre kon²tantnú teplotu steny Nu = 3,66
[41]. Sú£inite© prestupu tepla h je preto nepriamo úmerný priemeru a zvä£²ením prietoku ho
nezvý²ime.

Laminárne prúdenie sa v technike vyskytuje pri ve©kej viskozite, malých rozmeroch alebo
malých rýchlostiach. Príkladmi sú mazacie oleje v loºiskách a ²trbinách, nemrznúce zmesi pri
nízkych teplotách (pr. 8.1), mikrokanáliky kompaktných výmenníkov tepla, prúdenie podzemnej
vody v póroch hornín a nízkoprietokové solárne kolektory. Pri návrhu takých zariadení treba s
laminárnym prúdením po£íta´ vedome.

9.4 Prechodová oblas´

V oblasti 2300 < Re < 4000 nie je prúdenie ani laminárne, ani plne turbulentné. Laminárnym
prúdom postupujú oddelené turbulentné oblasti, takzvané turbulentné oblá£iky (angl. pu�s) a
pri vä£²om Re dlh²ie turbulentné zátky (angl. slugs). Sníma£ rýchlosti v osi potrubia preto
zaznamená striedanie pokojného signálu a úsekov s �uktuáciami (obr. 9.2). Tento jav sa nazýva
intermitencia. Pri laminárnom prúdení je rýchlos´ v osi u = 2v, v turbulentnom oblá£iku je
pro�l ploch²í a rýchlos´ v osi klesne asi na 1,2v aº 1,3v.

Podiel £asu, ke¤ je prúdenie v danom mieste turbulentné, sa nazýva sú£inite© intermitencie γ.
S rastúcim Re rastie od 0 do 1. Sú£inite© trenia aj sú£inite© prestupu tepla preto v prechodovej
oblasti kolí²u medzi hodnotami pre laminárne a turbulentné prúdenie. Ich hodnoty sú málo
spo©ahlivé a závisia od histórie prúdenia, napríklad od toho, £i sa prietok zvy²uje alebo zniºuje
[1].



9.5. TURBULENTNÉ PRÚDENIE 123

1

1,5
2

laminárne, Re < 2300

u
/v

1

1,5
2

prechodové � turbulentné oblá£iky
u
/v

1

1,5
2

turbulentné, Re > 4000

£as t (©ubovo©ná mierka)

u
/
v

Obr. 9.2. Priebeh rýchlosti v osi potrubia v £ase pri laminárnom, prechodovom a turbulentnom prúdení
(ilustra£né dáta). Rýchlos´ je vztiahnutá na strednú rýchlos´ v.

Pozor � £astá chyba

Návrhový prevádzkový stav zariadenia by nemal leºa´ v prechodovej oblasti. Tlaková
strata a prestup tepla sa tam nedajú spo©ahlivo predpoveda´ a systém môºe nepravidelne
�preskakova´� medzi reºimami. To sa prejaví kolísaním prietoku a teploty. Ak sa prechodovej
oblasti nemoºno vyhnú´, napríklad pri rozbehu solárneho okruhu, po£íta sa na strane
bezpe£nosti. Pri tlakovej strate sa uvaºuje vä£²ia z oboch hodnôt, pri prestupe tepla men²ia.

9.5 Turbulentné prúdenie

Turbulenciu nie je ©ahké presne de�nova´. Namiesto de�nície sa uvádzajú jej charakteristické
vlastnosti [38, 39]:

� Nepravidelnos´. Rýchlos´, tlak aj teplota v kaºdom bode náhodne kolí²u. Jednotlivý
priebeh nemoºno predpoveda´, ²tatistické vlastnosti (stredné hodnoty, rozptyly) v²ak áno.

� Vírivos´ a trojrozmernos´. Turbulentné prúdenie je tvorené vírmi rôznych ve©kostí a
orientácií (odd. 4.11). Aj ke¤ je stredné prúdenie rovinné, �uktuácie sú vºdy trojrozmerné.

� Difuzivita. Víry rýchlo premie²avajú tekutinu naprie£ prúdom. Hybnos´, teplo aj prímesi
sa prená²ajú o nieko©ko rádov rýchlej²ie ako molekulovým pohybom.

� Disipácia. Turbulencia neustále spotrebúva energiu stredného prúdenia a mení ju na
teplo. Bez dodávky energie (tlakového spádu, strihu) turbulencia rýchlo zanikne.

� Ve©ké Reynoldsovo £íslo. Turbulencia vzniká z nestability laminárneho prúdenia pri
dostato£ne ve©kom Re.

� Vlastnos´ prúdenia, nie tekutiny. Tá istá voda môºe prúdi´ laminárne aj turbulentne.
Aj najmen²ie víry sú ove©a vä£²ie ako stredná vo©ná dráha molekúl, takºe turbulencia je
jav kontinua a opisujú ju Navierove�Stokesove rovnice (odd. 8.11).

Víry a energetická kaskáda

Energiu odoberá turbulencia strednému prúdu prostredníctvom ve©kých vírov. Ich rozmer L je
porovnate©ný s rozmerom prúdu, napríklad s priemerom potrubia. Ve©ké víry sú nestabilné a
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rozpadávajú sa na men²ie. Tie sa znova rozpadávajú a energia tak postupuje k stále men²ím
vírom (obr. 9.3). Tento proces sa nazýva energetická kaskáda. Pri prenose medzi ve©kými a
strednými vírmi sa energia takmer nestráca. Aº v najmen²ích víroch sú rýchlostné gradienty
také ve©ké, ºe viskozita energiu disipuje na teplo (odd. 8.8).

teplo

vstup energie zo
stredného prúdu (∆p, strih)

L (rozmer potrubia) η

ve©ké víry
(nesú energiu)

rozpad vírov
(prenos energie bez strát)

najmen²ie víry
(viskózna disipácia)

Obr. 9.3. Energetická kaskáda turbulencie: energia stredného prúdu prechádza z ve©kých vírov na
men²ie, aº sa v najmen²ích víroch s rozmerom η premení viskozitou na teplo.

Rozmer najmen²ích vírov závisí len od kinematickej viskozity ν a od výkonu disipovaného na
jednotku hmotnosti ε [W/kg]. Z rozmerovej analýzy dostaneme Kolmogorovovu mierku [39]

η =

(
ν3

ε

)1/4

. (9.4)

Pomer najvä£²ích a najmen²ích vírov rastie s Reynoldsovým £íslom pribliºne ako L/η ∼ Re3/4

[38].

Príklad 9.2 � Ve©kos´ vírov v potrubí tepelnej siete

Potrubím DN100 (D = 0,1m) prúdi voda s teplotou 70 ◦C rýchlos´ou 1m/s. Sú£inite©
trenia je λ = 0,018 2 (ur£í sa v kap. 10). Odhadnite rozmer najmen²ích vírov.
Rie²enie. Tlakový spád pod©a Darcyho�Weisbachovej rovnice:

∆p

L
=

λ

D

ρv2

2
=

0,0182

0,1
· 977,5 · 1

2

2
= 89,0Pa/m.

Výkon na prekonanie straty sa celý disipuje. Na jednotku hmotnosti tekutiny pripadá

ε =
Q∆p

ρAL
=

v

ρ

∆p

L
=

1 · 89,0
977,5

= 0,091W/kg.

Pod©a (9.4):

η =

(
(0,413 · 10−6)3

0,091

)1/4

= 3,0 · 10−5m = 0,03mm.

Najvä£²ie víry majú rozmer rádovo 0,1m, najmen²ie 0,03mm. Pomer je asi 3 400. Ak by
sme chceli v²etky víry v úseku potrubia d¨ºky jedného priemeru zachyti´ výpo£tovou sie´ou,
potrebovali by sme rádovo 3 4003 ≈ 4 · 1010 bodov. Preto sa pri technických výpo£toch
turbulencia nerie²i priamo, ale modeluje (odd. 9.7). ■

Priama numerická simulácia v²etkých vírov (DNS, Direct Numerical Simulation) je preto
obmedzená na výskum a malé Reynoldsove £ísla. Simulácia ve©kých vírov (LES, Large Eddy
Simulation) po£íta len ve©ké víry a vplyv malých modeluje. V inºinierskej praxi prevládajú
výpo£ty so strednými hodnotami (RANS), v ktorých sa modeluje vplyv v²etkých vírov [1, 10].
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9.6 Fluktuácie rýchlosti

Ak meriame rýchlos´ turbulentného prúdu v jednom bode rýchlym sníma£om, dostaneme
nepravidelný signál (obr. 9.4). Okamºitú rýchlos´ zapí²eme ako sú£et strednej hodnoty a
�uktuácie:

u(t) = ū+ u′(t). (9.5)

Rovnako rozloºíme ¤al²ie zloºky rýchlosti, tlak aj teplotu: v = v̄ + v′, p = p̄+ p′, T = T̄ + T ′.

Stredná hodnota �uktuácie je z de�nície nulová. Jej ve©kos´ preto vyjadrujeme efektívnou
hodnotou (smerodajnou odchýlkou)

u′ef =
√
u′2, (9.6)

a jej pomer k strednej rýchlosti nazývame intenzita turbulencie

I =
u′ef
ū

. (9.7)

V jadre prúdu v potrubí je intenzita turbulencie rádovo nieko©ko percent. Pri stene je
vä£²ia. Fluktuácie majú frekvencie od jednotiek po tisíce hertzov [1]. Na ich meranie sa
pouºíva termoanemometer (ºeraviaci drôtik), laserová dopplerovská anemometria (LDA) alebo
ultrazvukový anemometer [14].

0 100 200 300 400 500 600
4

6
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12

ū = 8,8m/s, u′
ef = 1,1m/s, I = 0,125

ū

ū− u′
ef

ū+ u′
ef

u′

£as t [s]

u
[m

/s
]

Obr. 9.4. Desa´minútový záznam rýchlosti vetra vzorkovaný s frekvenciou 1Hz (ilustra£né dáta).
Vyzna£ená je stredná hodnota, pásmo ū± u′

ef a �uktuácia u′ v jednom okamihu.

Aplikácia v OZE: turbulencia vetra

Vietor pri zemi je vºdy turbulentný. Vo veternej energetike sa rýchlos´ vetra spracúva
v desa´minútových intervaloch. Pre kaºdý interval sa ur£í stredná rýchlos´ a intenzita
turbulencie [24, 25]. Nad rovinatým otvoreným terénom býva intenzita turbulencie vo vý²ke
náboja okolo 10% aº 15%, nad lesom, v zástavbe a v zloºitom teréne je vä£²ia. Norma pre
návrh veterných turbín [42] delí lokality pod©a referen£nej intenzity turbulencie pri rýchlosti
15m/s do kategórií, napríklad A (Iref = 0,16), B (0,14) a C (0,12). Vä£²ia turbulencia
zvy²uje únavové za´aºenie listov, hriade©a aj veºe. Turbulencia má v²ak aj priaznivý ú£inok.
Urých©uje premie²anie spomaleného úplavu za turbínou s okolitým vetrom, takºe turbíny v
parku za ¬ou stoja v men²om �závetrí�.
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Príklad 9.3 � Intenzita turbulencie vetra

Ultrazvukový anemometer zaznamenal v sekundových intervaloch tieto rýchlosti vetra v
m/s: 8,2; 9,1; 7,6; 10,4; 8,8; 7,1; 9,7; 11,0; 8,5; 7,9; 9,4; 8,3. Ur£te strednú rýchlos´, �uktuácie,
efektívnu hodnotu �uktuácií a intenzitu turbulencie.
Rie²enie. Stredná rýchlos´ je ū = 106,0/12 = 8,83m/s. Fluktuácie u′i = ui − ū sú −0,63;
0,27; −1,23; 1,57; −0,03; −1,73; 0,87; 2,17; −0,33; −0,93; 0,57; −0,53. Ich sú£et je nulový.
Sú£et ich druhých mocnín je 14,49, teda

u′ef =

√
14,49

12
= 1,10m/s, I =

1,10

8,83
= 0,124 ≈ 12%.

V praxi sa intenzita po£íta z celého desa´minútového záznamu, teda zo stoviek hodnôt
(obr. 9.4). Dvanás´ hodnôt slúºi len na ilustráciu postupu. ■

9.7 �asová stredná hodnota a Reynoldsov rozklad

�asovú strednú hodnotu veli£iny u v danom bode de�nujeme ako

ū =
1

T

∫ t0+T

t0

u(t) dt. (9.8)

Doba priemerovania T musí by´ omnoho dlh²ia ako £asová mierka �uktuácií, aby sa výsledok s
¤al²ím predlºovaním T uº nemenil. Zárove¬ musí by´ krat²ia ako £as, za ktorý sa mení stredné
prúdenie. Ak sa stredné hodnoty nemenia, prúdenie je ²tatisticky ustálené (odd. 4.4). Rozklad
okamºitých veli£ín na strednú hodnotu a �uktuáciu (9.5) sa nazýva Reynoldsov rozklad.

Pri priemerovaní pouºívame jednoduché pravidlá:

u′ = 0, ū u′ = 0, u2 = ū2 + u′2, u v = ū v̄ + u′v′. (9.9)

Stredná hodnota sú£inu dvoch �uktuácií v²eobecne nie je nulová. Z toho vyplýva najdôleºitej²í
dôsledok priemerovania.

Reynoldsovo napätie

Ak Reynoldsov rozklad dosadíme do rovnice kontinuity a do Navierových�Stokesových rovníc
a rovnice spriemerujeme, dostaneme rovnice pre stredné veli£iny, takzvané rovnice RANS
(Reynolds Averaged Navier�Stokes). Majú rovnaký tvar ako pôvodné rovnice, ale obsahujú
navy²e £leny so strednými sú£inmi �uktuácií. Pre jednoduché rovinné prúdenie pozd¨º steny
(stredná rýchlos´ ū v smere x, gradient v smere y) je ²mykové napätie

τ = µ
dū

dy︸ ︷︷ ︸
τv (viskózne)

−ρ u′v′︸ ︷︷ ︸
τt (turbulentné)

. (9.10)

�len −ρ u′v′ sa nazýva Reynoldsovo (turbulentné) napätie [1, 39]. Nie je to napätie v pravom
zmysle slova. Je to tok hybnosti, ktorý prená²ajú �uktuácie rýchlosti naprie£ prúdom (odd. 9.8).
Pre stredné prúdenie sa v²ak prejavuje rovnako ako ²mykové napätie.

Rovnováha síl na element tekutiny v plne vyvinutom prúdení (odd. 8.7) platí aj pre stredné
hodnoty. Celkové ²mykové napätie τ preto aj pri turbulentnom prúdení rastie od osi potrubia
lineárne aº na hodnotu τw = ∆pD/(4L) na stene (rov. (8.8)). Mení sa len jeho zloºenie (obr. 9.5).
V jadre prúdu prená²ajú takmer v²etku hybnos´ víry. Tesne pri stene �uktuácie zanikajú, pretoºe
na stene musí by´ u′ = v′ = 0, a hybnos´ prená²a len viskozita.
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Obr. 9.5. Rozdelenie celkového ²mykového napätia na viskóznu a turbulentnú zloºku pri turbulentnom
prúdení v potrubí (výpo£et modelom zmie²avacej d¨ºky pre malé Re ≈ 5 000). Pri vä£²om
Re sa oblas´ s prevahou viskózneho napätia e²te zúºi.

Problém uzáveru a modely turbulencie

Rovnice RANS obsahujú nové neznáme � Reynoldsove napätia. Rovníc je v²ak rovnako ve©a
ako pri laminárnom prúdení. Sústava teda nie je uzavretá. Toto je takzvaný problém uzáveru
turbulencie. Rie²i sa modelmi turbulencie, ktoré vyjadrujú Reynoldsove napätia pomocou
stredných veli£ín. Naj£astej²ie sa pouºíva Boussinesqova hypotéza. Turbulentné napätie
vyjadruje analogicky k Newtonovmu zákonu viskozity:

−ρ u′v′ = µt
dū

dy
, τ = (µ+ µt)

dū

dy
. (9.11)

Veli£ina µt je turbulentná (vírová) viskozita. Na rozdiel od µ nie je vlastnos´ou tekutiny, ale
prúdenia. Na stene je nulová a v jadre prúdu môºe by´ stokrát aº tisíckrát vä£²ia ako µ [1].
Modely turbulencie sa lí²ia tým, ako µt ur£ujú. Najjednoduch²ie pouºívajú algebraický vz´ah
(odd. 9.8). V programoch CFD sa naj£astej²ie pouºívajú dvojrovnicové modely k�ε a k�ω SST.
Rie²ia dve ¤al²ie transportné rovnice pre turbulentnú kinetickú energiu k = 1

2(u
′2 + v′2 + w′2)

a pre rýchlos´ jej disipácie.

Poznámka

Vo©ba modelu turbulencie môºe podstatne ovplyvni´ výsledok simulácie. Pri simulácii
pikoturbíny napríklad jednotlivé modely dávajú rôzne rozloºenie tlaku na lopatkách aj rôznu
ú£innos´. Výsledky CFD preto treba vºdy overi´ meraním alebo porovnaním s overeným
rie²ením [10, 12].

9.8 Turbulentné mie²anie

Pre£o je stredná hodnota u′v′ v prúde s rýchlostným gradientom nenulová a záporná? Uvaºujme
prúdenie pri stene, kde stredná rýchlos´ rastie so vzdialenos´ou y (obr. 9.6). Ak sa £astica
tekutiny náhodne presunie smerom od steny (v′ > 0), prinesie do vy²²ej vrstvy niº²iu rýchlos´
svojej pôvodnej vrstvy. Tam sa prejaví ako záporná �uktuácia u′ < 0. �astica, ktorá sa presunie
k stene (v′ < 0), prinesie vy²²iu rýchlos´ a vyvolá u′ > 0. V oboch prípadoch je sú£in u′v′
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y

ū(y)

y

y + l

l
v′ > 0
u′ < 0

v′ < 0, u′ > 0

v oboch prípadoch
u′v′ < 0

⇒ τt = −ρ u′v′ > 0

Obr. 9.6. Prenos hybnosti turbulentnými �uktuáciami. �astica, ktorá sa presunie o zmie²avaciu d¨ºku
l, prenesie rýchlos´ svojej pôvodnej vrstvy.

záporný, a teda τt = −ρ u′v′ > 0. Víry teda prená²ajú hybnos´ z rýchlej²ích vrstiev do pomal²ích
rovnako ako viskozita, len omnoho ú£innej²ie [1].

Prandtl túto predstavu vyjadril kvantitatívne. Predpokladal, ºe £astica sa pred premie²aním
s okolím presunie priemerne o zmie²avaciu d¨ºku l. Fluktuácie sú potom rádovo |u′| ≈ |v′| ≈
l |dū/dy| a turbulentné napätie je

τt = ρ l2
∣∣∣∣dūdy

∣∣∣∣ dūdy , µt = ρ l2
∣∣∣∣dūdy

∣∣∣∣ . (9.12)

Pri stene sú víry obmedzené jej blízkos´ou a zmie²avacia d¨ºka rastie lineárne so vzdialenos´ou
od steny, l = κ y. Kon²tanta κ ≈ 0,41 sa nazýva Kármánova kon²tanta. Z tejto jednoduchej
úvahy vyplýva logaritmický rýchlostný pro�l (odd. 9.9).

Rovnakým mechanizmom prená²ajú víry aj teplo a látku. Turbulentný tepelný tok je q̇t =
ρcp v′T ′ a turbulentná tepelná vodivos´ je pribliºne úmerná µt. Preto je prestup tepla pri
turbulentnom prúdení omnoho intenzívnej²í ako pri laminárnom. Pre plne vyvinuté turbulentné
prúdenie v hladkej rúre sa £asto pouºíva Dittusov�Boelterov vz´ah [41]

Nu =
hD

k
= 0,023Re0,8 Pr0,4 (Re > 104, 0,7 < Pr < 160, ohrev tekutiny), (9.13)

kde Pr = µcp/k je Prandtlovo £íslo. Na rozdiel od laminárneho prúdenia tu h rastie s rýchlos´ou
(h ∝ v0,8). Presnej²í a v celej oblasti Re > 2300 pouºite©ný je Gnielinskiho vz´ah [41].

Príklad 9.4 � Prestup tepla v rúrke absorbéra

Kolektor s plochou 2,5m2 a absorbérom typu harfa (10 rúrok s D = 8mm, rozstup 0,1m)
pracuje v nízkoprietokovom reºime 15L/(h ·m2). Teplonosnou látkou je voda so strednou
teplotou 40 ◦C (ν = 0,658 · 10−6m2/s, k = 0,631W/(m · K), Pr = 4,32 [1, tab. A-3]).
Absorbér pohlcuje 700W/m2. Ur£te reºim prúdenia, sú£inite© prestupu tepla a rozdiel teplôt
medzi stenou rúrky a kvapalinou. Porovnajte s hypotetickým turbulentným prúdením pri
Re = 104.
Rie²enie. Prietok jednou rúrkou je Q = 15 ·2,5/10 = 3,75L/h = 1,04 ·10−6m3/s. Rýchlos´
a Reynoldsovo £íslo:

v =
Q

πD2/4
=

1,04 · 10−6

5,03 · 10−5
= 0,021m/s, Re =

0,021 · 0,008
0,658 · 10−6

= 252.

Prúdenie je laminárne. Pri pribliºne kon²tantnom tepelnom toku je Nu = 4,36:

hlam =
4,36 · 0,631

0,008
= 344W/(m2 ·K).
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Na 1m d¨ºky rúrky pripadá pás absorbéra ²iroký 0,1m, teda tepelný tok q̇′ = 70W/m. Ten
musí prejs´ cez vnútorný povrch rúrky πD · 1m:

∆Tlam =
q̇′

hπD
=

70

344 · π · 0,008
= 8,1K.

Pri Re = 104 by pod©a (9.13) bolo Nu = 0,023·10 0000,8·4,320,4 = 65,5, h = 5160W/(m2·K)
a ∆T = 0,54K. Takýto stav by v²ak vyºadoval rýchlos´ 0,82m/s, teda asi 40-násobný
prietok.
Pri laminárnom prúdení je teda stena absorbéra asi o 8K teplej²ia ako kvapalina. O to©ko
vä£²ie sú aj tepelné straty kolektora do okolia a jeho ú£innos´ klesne. Ak sa celý prietok vedie
jednou meandrovou rúrkou, rýchlos´ vzrastie desa´krát a Re ≈ 2500. Prúdenie je na hranici
prechodovej oblasti. Meander má navy²e mnoho ohybov, ktoré prúdenie premie²avajú, takºe
prestup tepla je podstatne lep²í. Tým je zodpovedaná úvodná otázka. Nevýhodou meandra
je vä£²ia tlaková strata, £o pri nízkom prietoku nevadí [6]. ■

Aplikácia v OZE: strati�kácia akumula£ného zásobníka

Turbulentné mie²anie nie je vºdy ºiaduce. V akumula£nom zásobníku solárneho systému
alebo tepelného £erpadla chceme udrºa´ teplotnú strati�káciu: teplá voda hore, studená dole
a medzi nimi tenká prechodová vrstva, termoklina. Strati�kovaný zásobník dodá spotrebi£u
vodu s vy²²ou teplotou a kolektoru alebo tepelnému £erpadlu vracia studen²iu vodu, £ím
zvy²uje ich ú£innos´. Ak do zásobníka vteká voda rýchlym prúdom, turbulentný vtokový
prúd zásobník premie²a (obr. 9.7). Preto sa prívody vybavujú difúzormi, rozde©ovacími
doskami alebo strati�ka£nými rúrami, ktoré zníºia rýchlos´ a privedú vodu do vrstvy s
rovnakou teplotou.

(a) prívod vo©ným prúdom (b) prívod cez difúzor

teplá voda
zo solárneho

okruhu

premie²ané,
stredná teplota

teplá vrstva

termoklina

studená vrstva

malá rýchlos´

Obr. 9.7. Vplyv vtoku na teplotnú strati�káciu zásobníka: (a) rýchly vtokový prúd zásobník
turbulentne premie²a, (b) difúzor privádza vodu malou rýchlos´ou a vrstvy zostanú
zachované.

9.9 Rýchlostný pro�l pri stene

Stredný rýchlostný pro�l turbulentného prúdenia v potrubí je v jadre plochý a pri stene ve©mi
strmý (obr. 4.6). Mocninový pro�l (4.11) ho v jadre opisuje dobre. Na stene v²ak dáva nekone£ný
gradient, a preto z neho nemoºno ur£i´ ²mykové napätie. Presnej²í opis vychádza z rozmerovej
analýzy a z meraní [1, 43].

Blízko steny závisí stredná rýchlos´ len od vzdialenosti y, od ²mykového napätia na stene τw, od
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hustoty ρ a od viskozity ν. Z τw a ρ zostavíme veli£inu s rozmerom rýchlosti, treciu (²mykovú)
rýchlos´

u∗ =

√
τw
ρ
, (9.14)

a z ν a u∗ charakteristickú d¨ºku ν/u∗. Pomocou nich zavedieme bezrozmernú rýchlos´ a
vzdialenos´ od steny:

u+ =
ū

u∗
, y+ =

y u∗
ν

. (9.15)

Veli£ina y+ má tvar Reynoldsovho £ísla. Vyjadruje, £i je daný bod blízko steny v zmysle viskozity.
Merania v potrubiach aj na doskách ukazujú, ºe v bezrozmerných súradniciach leºia rýchlostné
pro�ly na jednej univerzálnej krivke (obr. 9.8). Rozli²ujeme na nej tieto oblasti:

� Viskózna podvrstva (y+ < 5). Fluktuácie sú utlmené stenou a platí τ ≈ τw = µ ū/y.
Pro�l je lineárny:

u+ = y+. (9.16)

� Prechodová (nárazníková) vrstva (5 < y+ < 30). Viskózne a turbulentné napätie sú
porovnate©né. V tejto vrstve vzniká najviac turbulentnej energie.

� Logaritmická oblas´ (y+ > 30 aº po asi 20% polomeru potrubia alebo hrúbky medznej
vrstvy). Prevláda turbulentné napätie. Zo zmie²avacej d¨ºky l = κy a z podmienky τ ≈ τw
dostaneme dū/dy = u∗/(κy) a po integrácii logaritmický zákon steny

u+ =
1

κ
ln y+ +B, (9.17)

kde κ ≈ 0,41 a B ≈ 5,0 sú experimentálne kon²tanty pre hladkú stenu [1, 39].

� Vonkaj²ia oblas´ (jadro prúdu). Pro�l sa od logaritmického zákona mierne odchy©uje a
jeho tvar závisí od geometrie prúdu. Viskozita tu uº nehrá rolu.

10−1 100 101 102 103
0

5

10

15

20

25

30

vi
sk
óz
na

p
od

vr
st
va

pr
ec
ho

do
vá

vr
st
va

logaritmická oblas´
y+ ≳ 30

y+ = y u∗/ν

u
+
=

ū
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Obr. 9.8. Univerzálny rýchlostný pro�l pri stene. Plná £iara je spojitý pro�l vypo£ítaný modelom
zmie²avacej d¨ºky s tlmením pri stene, ktorý dobre vystihuje merania [39].

Hrúbka viskóznej podvrstvy je

δv ≈ 5 ν

u∗
. (9.18)
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Je nepriamo úmerná trecej rýchlosti, takºe s rastúcou rýchlos´ou prúdu sa zmen²uje. Hoci je
ve©mi tenká, zvy£ajne omnoho menej ako 1% priemeru potrubia, rozhoduje o trení aj o prestupe
tepla. Práve v nej je rýchlostný a teplotný gradient najvä£²í.

Príklad 9.5 � Viskózna podvrstva v tepelnej sieti

Pre potrubie z pr. 9.2 (D = 0,1m, voda 70 ◦C, v = 1m/s, λ = 0,018 2) ur£te ²mykové
napätie na stene, treciu rýchlos´, hrúbku viskóznej podvrstvy a hodnotu y+ v osi potrubia.
Rie²enie. Zo vz´ahu τw = ∆pD/(4L) a Darcyho�Weisbachovej rovnice vyplýva τw =
λ ρv2/8:

τw =
0,0182 · 977,5 · 12

8
= 2,22Pa, u∗ =

√
2,22

977,5
= 0,047 7m/s.

Trecia rýchlos´ je asi 5% strednej rýchlosti. Hrúbka viskóznej podvrstvy:

δv =
5 · 0,413 · 10−6

0,0477
= 4,3 · 10−5m = 0,043mm.

Je to menej ako 0,05% priemeru potrubia. V osi potrubia je y = R = 0,05m a y+ =
0,05 · 0,0477/0,413 · 10−6 = 5800. ■

Poznámka

Hodnota y+ je dôleºitá pri numerických simuláciách. Ak má model turbulencie opísa´
prúdenie aº k stene, musí ma´ prvá bunka výpo£tovej siete y+ ≈ 1. Aby to nebolo potrebné,
programy CFD £asto pouºívajú stenové funkcie. Tie predpokladajú logaritmický pro�l (9.17)
a vyºadujú, aby prvá bunka leºala v logaritmickej oblasti, zhruba 30 < y+ < 300. Kontrola
y+ je preto jedným z prvých krokov pri overovaní siete.

Logaritmický pro�l vetra

Aj atmosférická medzná vrstva nad zemským povrchom je turbulentná medzná vrstva pri stene.
Terén je v²ak drsný. Viskózna podvrstva v ¬om nehrá rolu a logaritmický pro�l sa zapisuje
pomocou d¨ºky drsnosti terénu z0 [24, 25]:

u(z) =
u∗
κ

ln
z

z0
,

u(z)

u(zr)
=

ln(z/z0)

ln(zr/z0)
. (9.19)

Typické hodnoty sú z0 ≈ 0,000 2m pre vodnú hladinu, 0,03m pre otvorenú po©nohospodársku
krajinu, 0,1m pre krajinu s roztrúsenými budovami a stromami a 0,5m aº 1m pre les
a zástavbu [24]. Vz´ah platí pri neutrálnej stabilite atmosféry. Je fyzikálne odôvodnenou
alternatívou mocninového zákona (4.15).

Príklad 9.6 � Logaritmický pro�l vetra

Pre údaje z pr. 4.5 (5,5m/s vo vý²ke 10m) odhadnite rýchlos´ vetra vo vý²ke náboja 100m
nad otvorenou krajinou so z0 = 0,03m. Ur£te aj treciu rýchlos´.
Rie²enie. Pod©a (9.19):

u(100) = 5,5 · ln(100/0,03)
ln(10/0,03)

= 5,5 · 8,11
5,81

= 7,68m/s.

Trecia rýchlos´ je

u∗ =
κu(10)

ln(10/0,03)
=

0,4 · 5,5
5,81

= 0,38m/s.
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Mocninový zákon s α = 1/7 dal 7,64m/s. Pre otvorený terén sa oba prístupy zhodujú.
Výkonová hustota vetra je úmerná u3, vo vý²ke náboja je teda (7,68/5,5)3 = 2,7-krát vä£²ia
ako vo vý²ke 10m. ■

9.10 Hydrodynamická medzná vrstva v potrubí

Pojem medzná vrstva zaviedol Prandtl v roku 1904. Pri obtekaní steny prúdom s ve©kým
Reynoldsovým £íslom sa vplyv viskozity obmedzuje na tenkú vrstvu pri stene. V nej rýchlos´
rastie od nuly na stene (podmienka ulpievania) na rýchlos´ vonkaj²ieho prúdu. Mimo nej moºno
prúdenie povaºova´ za neviskózne (odd. 8.13). Hrúbka medznej vrstvy δ sa obvykle de�nuje ako
vzdialenos´ od steny, kde rýchlos´ dosiahne 99% vonkaj²ej rýchlosti.

Najjednoduch²ím prípadom je rovinná doska obtekaná rovnobeºným prúdom s rýchlos´ou U∞
(obr. 9.9). Od nábeºnej hrany sa vytvára laminárna medzná vrstva, ktorej hrúbka rastie s
odmocninou vzdialenosti x [1, 43]:

δ

x
≈ 4,91√

Rex
, Rex =

U∞ x

ν
. (9.20)

Pri ur£itom Rex sa laminárna medzná vrstva stane nestabilnou a po prechodovej oblasti sa
zmení na turbulentnú. Pre hladkú dosku a málo turbulentný vonkaj²í prúd sa v inºinierskych
výpo£toch pouºíva kritická hodnota Rex,kr ≈ 5 · 105 [1]. Turbulentná medzná vrstva je hrub²ia
a rastie rýchlej²ie:

δ

x
≈ 0,37

Re
1/5
x

. (9.21)

Pri jej spodnom okraji zostáva tenká viskózna podvrstva. Turbulentná medzná vrstva má pri
stene strm²í pro�l, a preto vä£²ie trenie aj prestup tepla.

U∞

δ(x)

viskózna podvrstva

laminárna prechodová turbulentná medzná vrstva

xkr: Rex ≈ 5 · 105

Obr. 9.9. Vývoj medznej vrstvy na rovinnej doske. Hrúbka medznej vrstvy je pre názornos´ výrazne
zvä£²ená.

Medzná vrstva vo vstupnom úseku potrubia

Na vstupe do potrubia sa medzná vrstva vytvára po celom obvode steny (obr. 8.7). Postupne
hrubne, aº sa v osi spojí. Za touto vstupnou (nábehovou) d¨ºkou je prúdenie hydrodynamicky
plne vyvinuté a pro�l sa ¤alej nemení. Pri laminárnom prúdení je vstupná d¨ºka Le ≈ 0,05ReD,
teda aº 115D pri Re = 2300. Pri turbulentnom prúdení je omnoho krat²ia [1]:

Le,t ≈ 1,359DRe1/4. (9.22)
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Pre Re = 104 aº 106 vychádza Le,t ≈ 14D aº 43D. V mnohých technických výpo£toch sa vplyv
vstupu zanedbáva uº za d¨ºkou asi 10D [1].

Rovnaký jav nastáva za kaºdou poruchou: za kolenom, ventilom, £erpadlom alebo odbo£kou.
Rýchlostný pro�l je tam deformovaný, £asto s víriacou zloºkou, a vyrovnáva sa na d¨ºke desiatok
priemerov. Preto výrobcovia prietokomerov a mera£ov tepla predpisujú pred meradlom a za ním
priame úseky s ur£enou d¨ºkou. Meradlo kalibrované pri plne vyvinutom pro�le by za kolenom
meralo s chybou.

9.11 Hydraulicky hladké a drsné povrchy

Kaºdý technický povrch má pod mikroskopom nerovnosti. Pri laminárnom prúdení drsnos´
tlakovú stratu prakticky neovplyv¬uje. Pri turbulentnom prúdení v²ak rozhoduje, £i nerovnosti
zostanú ukryté vo viskóznej podvrstve, alebo z nej vy£nievajú.

Rôzne tvary nerovností sa porovnávajú pomocou ekvivalentnej drsnosti k. Je to ve©kos´ z¯n
piesku, ktorý by v Nikuradseho pokusoch s rúrami s nalepeným pieskom spôsobil rovnaký
sú£inite© trenia [1, 44]. Pre nové rúry je k napríklad 0,001 5mm pre ´ahané medené rúrky,
0,045mm pre oce©ové, 0,26mm pre liatinové a 0,9mm aº 9mm pre betónové potrubie. Plastové
a sklené rúry povaºujeme za hladké [1]. Podrobnej²ie údaje uvádza kap. 10.

Drsnos´ porovnávame s hrúbkou viskóznej podvrstvy pomocou bezrozmernej drsnosti

k+ =
k u∗
ν

, (9.23)

ktorá je pomerom k a viskóznej d¨ºky ν/u∗. Pod©a jej hodnoty rozli²ujeme tri reºimy [43]
(obr. 9.10):

� hydraulicky hladká stena (k+ < 5): nerovnosti sú ukryté vo viskóznej podvrstve a
trenie závisí len od Re,

� prechodová oblas´ (5 < k+ < 70): nerovnosti £iasto£ne vy£nievajú, trenie závisí od Re
aj od drsnosti,

� úplne drsná stena (k+ > 70): za nerovnos´ami sa odtrhávajú víriky, odpor tvoria najmä
tlakové sily na nerovnostiach a trenie uº nezávisí od viskozity, teda ani od Re.

hydraulicky hladký
k+ < 5

prechodová oblas´
5 < k+ < 70

úplne drsný
k+ > 70

δv

Obr. 9.10. Vz´ah drsnosti steny a hrúbky viskóznej podvrstvy δv (£iarkovane) v troch reºimoch.

Pozor � £astá chyba

�Hladká� a �drsná� nie sú vlastnosti materiálu, ale reºimu prúdenia. Pri vä£²ej rýchlosti je
viskózna podvrstva ten²ia, takºe tá istá rúra sa môºe pri malej rýchlosti správa´ ako hladká
a pri ve©kej ako drsná. Drsnos´ sa navy²e mení po£as prevádzky. Koróziou, inkrustáciou a
usadeninami môºe sú£inite© trenia starého potrubia vzrás´ aj nieko©konásobne [1].
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Príklad 9.7 � Je potrubie hydraulicky hladké?

Posú¤te, £i je oce©ové potrubie DN100 (k = 0,045mm) z pr. 9.5 hydraulicky hladké pri
rýchlostiach 0,3, 1 a 3m/s. Sú£initele trenia pod©a kap. 10 sú 0,021 1, 0,018 2 a 0,017 0.
Posú¤te aj rúru z PE s k = 0,007mm pri 1m/s.
Rie²enie. Trecia rýchlos´ je u∗ = v

√
λ/8. Pre v = 0,3m/s:

u∗ = 0,3
√
0,0211/8 = 0,015 4m/s, k+ =

0,045 · 10−3 · 0,0154
0,413 · 10−6

= 1,7.

Rovnako pre 1m/s dostaneme u∗ = 0,047 7m/s a k+ = 5,2, pre 3m/s u∗ = 0,138m/s a
k+ = 15. Oce©ové potrubie je pri malej rýchlosti hydraulicky hladké, pri 1m/s je na hranici
a pri 3m/s je v prechodovej oblasti. Rúra z PE má pri 1m/s k+ = 0,8 a je hydraulicky
hladká. ■

9.12 Energetické dôsledky turbulencie

Turbulencia má pre energetické zariadenia dve tváre. Intenzívne mie²anie zvy²uje prenos
hybnosti, a teda trenie a tlakové straty. Rovnakým mechanizmom v²ak zvy²uje aj prenos tepla
a látky. Tab. 9.1 zh¯¬a hlavné rozdiely oboch reºimov.

Tabu©ka 9.1. Porovnanie laminárneho a turbulentného prúdenia v potrubí.

vlastnos´ laminárne turbulentné

Reynoldsovo £íslo Re < 2300 Re > 4000
rýchlostný pro�l parabolický, umax = 2v plochý, umax ≈ 1,2v
prenos naprie£ prúdom molekulový (pomalý) vírmi (rýchly)
sú£inite© trenia λ = 64/Re λ = f(Re, k/D)
vplyv drsnosti ºiadny rastie s Re
tlaková strata ∆p ∝ v ∆p ∝ v1,75 aº v2

prestup tepla Nu = kon²t. Nu ∝ Re0,8

výpo£et presný (analytický) empirický, modely turbulencie

Obr. 9.11 ukazuje obe tváre turbulencie pre vodu v rúre s priemerom 20mm. Pri prechode do
turbulencie tlakový spád aj sú£inite© prestupu tepla prudko vzrastú. Tlakový spád potom rastie
s mocninou rýchlosti 1,75 (hladká rúra) aº 2 (drsná rúra). �erpací výkon P = Q∆p rastie e²te
o jednu mocninu rýchlej²ie, teda s Q2,75 aº Q3. Sú£inite© prestupu tepla v²ak rastie len s v0,8.
Pri návrhu výmenníkov tepla, kolektorov a zemných vrtov preto h©adáme kompromis. Chceme
dostato£ne turbulentné prúdenie pre dobrý prestup tepla, ale nie zbyto£ne ve©kú rýchlos´, ktorá
by zvý²ila spotrebu elektriny £erpadla.

Príklad 9.8 � Stojí sa za to dosiahnu´ turbulenciu v zemnom vrte?

V zemnom vrte z pr. 8.1 (D = 26mm, d¨ºka rúrky 200m, 40% PG pri 10 ◦C, ρ =
1042 kg/m3, µ = 7,22mPa · s) je pri prietoku 0,2L/s Re = 1414, ∆p = 25,7 kPa a
hydraulický výkon 5,1W. Aký prietok, tlaková strata a hydraulický výkon by boli potrebné
na dosiahnutie Re = 4000? Pouºite Blasiov vz´ah λ = 0,3164Re−1/4.
Rie²enie. Potrebná rýchlos´ je v = Re µ/(ρD) = 4000·7,22·10−3/(1042·0,026) = 1,07m/s
a prietok Q = 0,57L/s, teda 2,8-krát viac. Sú£inite© trenia je λ = 0,3164·4000−1/4 = 0,039 8
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a

∆p = 0,0398 · 200

0,026
· 1042 · 1,07

2

2
= 181 kPa, P = Q∆p = 0,57 ·10−3 ·181 ·103 = 102W.

Hydraulický výkon by vzrástol asi dvadsa´krát. Tepelný odpor vrtu tvorí okrem prestupu
tepla do kvapaliny aj vedenie tepla cez stenu rúrky, výpl¬ vrtu a horninu. Zlep²enie prestupu
tepla sa preto na celkovom výkone vrtu prejaví len £iasto£ne. V praxi sa preto vyºaduje len
to, aby prúdenie pri návrhovom stave nebolo hlboko v laminárnej oblasti. Vo©bou men²ej
koncentrácie glykolu alebo men²ieho priemeru rúrky sa Re zvý²i lacnej²ie ako zvä£²ením
prietoku. ■
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(b) prestup tepla

Obr. 9.11. Tlakový spád (a) a sú£inite© prestupu tepla (b) pre vodu s teplotou 40 ◦C v hladkej rúre
s D = 20mm. Oranºovo je vyzna£ená prechodová oblas´, £iarkovane extrapolácia vz´ahov
mimo ich platnosti.

�al²ie energetické dôsledky turbulencie v zariadeniach OZE:

� Výmenníky tepla sa navrhujú tak, aby v nich bolo turbulentné prúdenie. Doskové
výmenníky majú vlnité dosky, ktoré turbulenciu vyvolávajú uº pri malých Re. V rúrkových
výmenníkoch sa niekedy pouºívajú vloºky (turbulátory).

� Veterné turbíny sú ovplyvnené turbulenciou vetra. Zvy²uje únavové za´aºenie, ale
urých©uje obnovu rýchlosti v úplave (odd. 9.6).

� Vodné turbíny a £erpadlá pracujú pri ve©mi ve©kých Re. Turbulentné straty v nich
rastú najmä pri prevádzke mimo optimálneho bodu, ke¤ sa prúd odtrháva od lopatiek
(kap. 13 a 14).

� Mie²anie v bioplynových reaktoroch, pri spa©ovaní biomasy a pri riedení prímesí v
ovzdu²í sa uskuto£¬uje turbulenciou. Molekulová difúzia by bola nepouºite©ne pomalá.

� Akumula£né zásobníky naopak potrebujú turbulentné mie²anie potla£i´, aby zostala
zachovaná strati�kácia (obr. 9.7).
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Zhrnutie kapitoly

� Reynoldsov pokus ukázal dva reºimy prúdenia. O reºime rozhoduje Reynoldsovo £íslo
Re = vD/ν. V potrubí je prúdenie pri Re < 2300 laminárne a pri Re > 4000 turbulentné,
medzi nimi je prechodová oblas´ s intermitenciou.

� Laminárne prúdenie je usporiadané. Prenos hybnosti a tepla naprie£ prúdom je
molekulový, λ = 64/Re a Nu je kon²tantné.

� Turbulentné prúdenie je nepravidelné, trojrozmerné, vírivé a silne difúzne. Energia
prechádza kaskádou od ve©kých vírov k najmen²ím s rozmerom η = (ν3/ε)1/4, kde sa
disipuje.

� Okamºitú rýchlos´ rozkladáme na strednú hodnotu a �uktuáciu, u = ū + u′. Ve©kos´
�uktuácií vyjadruje intenzita turbulencie I = u′ef/ū.

� Priemerovaním rovníc vzniká Reynoldsovo napätie −ρ u′v′, teda tok hybnosti prená²aný
vírmi. Modely turbulencie ho vyjadrujú turbulentnou viskozitou µt.

� Pri stene platí univerzálny pro�l: viskózna podvrstva u+ = y+ pre y+ < 5 a logaritmický
zákon pre y+ > 30. Trecia rýchlos´ je u∗ =

√
τw/ρ a hrúbka podvrstvy δv ≈ 5ν/u∗.

� Medzná vrstva na doske je laminárna do Rex ≈ 5 · 105. V potrubí je turbulentné prúdenie
plne vyvinuté pribliºne za 10D aº 40D.

� Stena je hydraulicky hladká pri k+ < 5 a úplne drsná pri k+ > 70. Závisí to od drsnosti
aj od rýchlosti.

� Turbulencia zvy²uje tlakové straty (∆p ∝ v1,75 aº v2), ale aj prestup tepla a mie²anie. Pri
návrhu treba nájs´ kompromis medzi prestupom tepla a £erpacím výkonom.

Kontrolné otázky

1. Opí²te Reynoldsov pokus. Ako sa správa prúºok farbiva pri laminárnom, prechodovom a
turbulentnom prúdení?

2. Pre£o o reºime prúdenia nerozhoduje samotná rýchlos´, ale Reynoldsovo £íslo? Aký je
jeho fyzikálny význam?

3. Pre£o kritické Reynoldsovo £íslo nie je presná kon²tanta? Od £oho závisí?

4. �o je intermitencia? Pre£o by návrhový stav nemal leºa´ v prechodovej oblasti?

5. Vymenujte charakteristické vlastnosti turbulencie. Pre£o je turbulencia vlastnos´ou
prúdenia, a nie tekutiny?

6. Vysvetlite energetickú kaskádu. Kde sa v turbulentnom prúdení energia disipuje na teplo?

7. �o je Reynoldsov rozklad a £asová stredná hodnota? Aké podmienky musí sp¨¬a´ doba
priemerovania?

8. Pre£o je u′v′ v prúde pri stene záporné? Aký fyzikálny význam má Reynoldsovo napätie?

9. �ím sa lí²i turbulentná viskozita od dynamickej viskozity tekutiny?

10. Opí²te oblasti univerzálneho rýchlostného pro�lu pri stene. Pre£o je viskózna podvrstva
dôleºitá, hoci je ve©mi tenká?
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11. �o znamená, ºe je stena hydraulicky hladká? Môºe sa to isté potrubie správa´ raz ako
hladké a raz ako drsné?

12. Pre£o sa pred prietokomermi a mera£mi tepla vyºadujú priame úseky potrubia?

13. Pre£o sa v absorbéri kolektora snaºíme o turbulentné prúdenie a v akumula£nom
zásobníku naopak turbulentné mie²anie potlá£ame?

Úlohy na precvi£enie

1. Voda s teplotou 10 ◦C prúdi potrubím s priemerom 25mm rýchlos´ou 0,1m/s. Ur£te reºim
prúdenia. Pri akej rýchlosti za£ne prechodová oblas´ a pri akej bude prúdenie turbulentné?
[Re = 1910, laminárne; 0,12m/s; 0,21m/s]

2. Vzduch s teplotou 20 ◦C prúdi kanálom vzduchového kolektora s prierezom 1m × 0,05m
rýchlos´ou 2m/s. Ur£te hydraulický priemer a Reynoldsovo £íslo. [95mm; 12 500]

3. Solárny okruh s rúrkou s vnútorným priemerom 16mm je naplnený zmesou so 40% PG.
�erpadlo dodáva 2L/min. Ur£te Re pri −20 ◦C (zimný rozbeh) a pri 90 ◦C. [57; 3 520]

4. Rýchlosti vetra zaznamenané v sekundových intervaloch sú 6,1; 7,4; 5,2; 6,8; 8,3; 5,9;
6,6; 7,1 m/s. Ur£te strednú rýchlos´, efektívnu hodnotu �uktuácií a intenzitu turbulencie.
[6,68m/s; 0,90m/s; 0,135]

5. Pri prúdení vody s teplotou 20 ◦C je ²mykové napätie na stene 5Pa. Ur£te treciu rýchlos´,
hrúbku viskóznej podvrstvy a vzdialenos´ od steny, kde za£ína logaritmická oblas´ (y+ =
30). [0,070 8m/s; 0,071mm; 0,43mm]

6. Odhadnite Kolmogorovovu mierku pri disipácii ε = 1W/kg pre vodu a vzduch pri 20 ◦C.
[0,032mm; 0,24mm]

7. Krycie sklo kolektora d¨ºky 2m je obtekané vetrom rýchlos´ou 5m/s rovnobeºne
s povrchom (vzduch 20 ◦C). V akej vzdialenosti od hrany sa medzná vrstva stane
turbulentnou? Aká je hrúbka laminárnej medznej vrstvy vo vzdialenosti 1m? [1,52m;
8,6mm]

8. Ur£te turbulentnú vstupnú d¨ºku v potrubí s priemerom 50mm pri Re = 105 a vyjadrite
ju v násobkoch priemeru. [1,21m; 24D]

9. Vo vý²ke 10m bola nameraná stredná rýchlos´ vetra 6m/s. Terén má d¨ºku drsnosti
z0 = 0,1m. Ur£te rýchlos´ vetra vo vý²ke 120m pod©a logaritmického pro�lu. [9,24m/s]

10. Prietok v potrubí sa zvý²i o 20%. Ko©kokrát vzrastie £erpací výkon potrebný na
prekonanie trenia pri laminárnom prúdení, pri turbulentnom prúdení v hladkej rúre
(∆p ∝ v1,75) a v úplne drsnej rúre? [1,44; 1,65; 1,73]

11. Pri turbulentnom prúdení v hladkej rúre sa rýchlos´ zdvojnásobí. Ko©kokrát vzrastie
sú£inite© prestupu tepla pod©a (9.13) a ko©kokrát £erpací výkon? [1,74; 6,7]

12. Pre liatinové potrubie (k = 0,26mm) s vodou pri 20 ◦C, v ktorom je trecia rýchlos´ 0,1m/s,
ur£te k+ a reºim drsnosti. [k+ = 26, prechodová oblas´]
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Kapitola 10

Prúdenie v potrubiach a tlakové straty

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent ur£í hydraulický priemer ©ubovo©ného prierezu, vypo£íta
sú£inite© trenia pre laminárne aj turbulentné prúdenie a tlakovú stratu potrubia pod©a
Darcyho�Weisbachovej rovnice. Vie pouºíva´ Colebrookovu�Whiteovu rovnicu, Moodyho
diagram a explicitné aproximácie. Rie²i tri základné typy úloh: výpo£et tlakovej straty,
prietoku a potrebného priemeru. Ur£í £erpací výkon a ro£nú spotrebu elektriny a navrhne
priemer potrubia s oh©adom na technické obmedzenia a ekonomiku.

K©ú£ové pojmy

menovitá svetlos´ DN, vnútorný priemer, hydraulický priemer, plne vyvinuté prúdenie,
tlakový gradient, Darcyho�Weisbachova rovnica, sú£inite© trenia λ, relatívna drsnos´,
Colebrookova�Whiteova rovnica, Moodyho diagram, Haalandov a Swameeho�Jainov vz´ah,
stratová vý²ka, merná tlaková strata, ekonomická rýchlos´, optimálny priemer

Potrubia sú �cievnym systémom� energetických zariadení. Vedú teplonosnú látku z kolektorov
do zásobníka, vodu z vrtu do výparníka tepelného £erpadla, teplú vodu z kotolne na biomasu k
odberate©om a vodu z nádrºe k turbíne malej vodnej elektrárne. V kaºdom z týchto prípadov sa
£as´ mechanickej energie stratí trením. Túto stratu musí pokry´ £erpadlo, alebo sa o ¬u zmen²í
spád turbíny.

V kap. 6 sme straty zapísali v tvare (6.13) a sú£inite© trenia λ sme zatia© povaºovali za známy. V
kap. 8 sme ho odvodili pre laminárne prúdenie a v kap. 9 sme vysvetlili, pre£o pri turbulentnom
prúdení závisí aj od drsnosti steny. V tejto kapitole ukáºeme, ako λ ur£i´ pre ©ubovo©ný prípad
a ako z neho vypo£íta´ tlakovú stratu, £erpací výkon a vhodný priemer potrubia. Miestnym
odporom sa venuje kap. 11, sie´am potrubí kap. 12. Výklad nadväzuje na [1, 5].

Na zamyslenie

Kotol¬a na biomasu má dodáva´ 300 kW tepla do budovy vzdialenej 200m. Projektant
zvaºuje predizolované potrubie DN50, DN65 alebo DN80. Men²ie potrubie je lacnej²ie
a má men²ie tepelné straty. Ko©ko elektriny v²ak spotrebuje £erpadlo? A pod©a £oho sa
rozhodnú´, ak vä£²ie potrubie stojí o desiatky tisíc eur viac?

139



140 KAPITOLA 10. PRÚDENIE V POTRUBIACH A TLAKOVÉ STRATY

10.1 Geometria potrubného systému

Potrubný systém tvoria rovné úseky potrubia, tvarovky (kolená, odbo£ky, redukcie), armatúry
(ventily, klapky, �ltre), stroje (£erpadlá, turbíny) a zariadenia (výmenníky, kolektory, zásobníky).
Jednoduchý systém s £erpadlom ukazuje obr. 10.1. Pre hydraulický výpo£et potrebujeme
pozna´:

� d¨ºky rovných úsekov L a ich vnútorné priemery D,

� materiál a stav vnútorného povrchu, teda drsnos´ k,

� po£et a druh tvaroviek a armatúr (kap. 11),

� vý²kové polohy za£iatku a konca a tlaky v nich,

� teplonosnú látku a jej teplotu, teda ρ a ν.

dolná nádrº
sací kô²
so spätnou klapkou

£erpadlo

ventil

koleno

horná nádrº

Hg

L, D, k
(celková d¨ºka,

priemer, drsnos´)
Q

Obr. 10.1. Jednoduchý potrubný systém: £erpadlo dopravuje vodu z dolnej do hornej nádrºe. Straty
vznikajú trením po d¨ºke potrubia a v miestnych odporoch (sací kô², kolená, ventil, vtok
do nádrºe).

Potrubia sa ozna£ujú menovitou svetlos´ou DN (diamètre nominal). Je to pribliºný vnútorný
priemer v milimetroch, nie presný rozmer. Pre výpo£et treba vºdy pouºi´ skuto£ný vnútorný
priemer, ktorý závisí od vonkaj²ieho priemeru a hrúbky steny. Tie sú dané normou a tlakovou
triedou. Plastové a medené rúrky sa namiesto DN ozna£ujú vonkaj²ím priemerom a hrúbkou
steny, napríklad Cu 18×1 alebo PE 32×2,9. Orienta£né rozmery beºných rúr uvádza tab. 10.1.

10.2 Hydraulický priemer

Vz´ahy pre tlakovú stratu boli odvodené pre kruhové potrubie. Pre iné prierezy ich pouºívame
s hydraulickým priemerom (rov. (9.3)):

Dh =
4A

O
, (10.1)

kde A je plocha prúdového prierezu a O jeho omo£ený obvod, teda d¨ºka steny, ktorej sa tekutina
dotýka. Zmysel de�nície vyplýva z rovnováhy síl na úsek potrubia d¨ºky L. Tlaková sila ∆pA
sa vyrovnáva s trecou silou τw OL na stene, preto

∆p =
4 τw L

Dh
. (10.2)
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Tabu©ka 10.1. Orienta£né rozmery beºných rúr. Presné hodnoty treba prevzia´ z príslu²nej normy
alebo katalógu výrobcu.

oce©ové rúry (stredná rada) medené a PE rúrky
DN de [mm] s [mm] D [mm] rúrka D [mm] pouºitie

15 21,3 2,6 16,1 Cu 15× 1 13 solárne okruhy
20 26,9 2,6 21,7 Cu 18× 1 16 solárne okruhy
25 33,7 3,2 27,3 Cu 22× 1 20 vykurovanie
32 42,4 3,2 36,0 Cu 28× 1,5 25 vykurovanie
40 48,3 3,2 41,9 PE-X 16× 2 12 podlahové vykurovanie
50 60,3 3,6 53,1 PE 32× 2,9 26,2 zemné vrty
65 76,1 3,6 68,9 PE 40× 3,7 32,6 zemné vrty
80 88,9 4,0 80,9 PE 63× 5,8 51,4 zberné potrubia
100 114,3 4,5 105,3
125 139,7 5,0 129,7
150 165,1 5,0 155,1

Pre kruhové potrubie (A = πD2/4, O = πD) je Dh = D a dostaneme známy vz´ah (8.8).
Hydraulický priemer beºných prierezov ukazuje obr. 10.2.

D

kruh
Dh = D

a

b

obd¨ºnik
Dh =

2ab

a+ b

d

D

medzikruºie
Dh = D − d

h

²iroká ²trbina (a ≫ h)
Dh ≈ 2h

Obr. 10.2. Hydraulický priemer beºných prierezov.

Pri turbulentnom prúdení dáva pouºitie Dh presnos´ okolo 15%, £o pre technické výpo£ty
posta£uje. Hor²ie výsledky dáva pre ve©mi ploché alebo ostrohranné prierezy a pri laminárnom
prúdení. Pre laminárne prúdenie v nekruhových prierezoch sa namiesto 64/Re pouºívajú presné
hodnoty sú£inu λRe, napríklad λRe = 96 pre ²irokú ²trbinu (rov. (8.7)) [1].

Príklad 10.1 � Hydraulický priemer medzikruºia a kanála

(a) Koaxiálna zemná sonda má vonkaj²iu rúru s vnútorným priemerom 102mm. V nej je
stredová rúra s vonkaj²ím priemerom 63mm. Ur£te hydraulický priemer medzikruºia. (b)
Vzduchový kolektor má kanál s prierezom 1,2m × 40mm. Ur£te jeho hydraulický priemer.
Rie²enie. (a) A = π(D2−d2)/4, O = π(D+d), teda Dh = D−d = 102−63 = 39mm. (b)
Dh = 2ab/(a+ b) = 2 · 1,2 · 0,04/1,24 = 0,077 4m. Je to takmer dvojnásobok vý²ky kanála
(2h = 80mm), ako zodpovedá ²irokej ²trbine. ■

10.3 Plne vyvinuté prúdenie

Za vstupným úsekom (odd. 9.10) sa rýchlostný pro�l v potrubí stálého prierezu uº nemení.
Takéto prúdenie nazývame plne vyvinuté. Pre jeho výpo£et platí:

� stredná rýchlos´ v = Q/A je vo v²etkých prierezoch rovnaká,

� rýchlostný pro�l, a teda aj ²mykové napätie na stene τw, sa pozd¨º potrubia nemenia,



142 KAPITOLA 10. PRÚDENIE V POTRUBIACH A TLAKOVÉ STRATY

� kinetická energia sa nemení, straty sa kryjú len poklesom tlaku, prípadne polohovej
energie.

Vo vstupnom úseku je tlaková strata vä£²ia, lebo pro�l sa tam pretvára a ²mykové napätie
pri tenkej medznej vrstve je vä£²ie (obr. 10.3). V dlhých potrubiach tvorí vstupný úsek len
malú £as´ d¨ºky, a preto sa vo výpo£toch zvy£ajne zanedbáva alebo zah¯¬a do miestnej straty
vtoku (kap. 11). V krátkych potrubiach, napríklad v rúrkach výmenníkov tepla, v²ak jeho vplyv
zanedba´ nemoºno.

10.4 Tlakový gradient v potrubí

Pri plne vyvinutom prúdení vo vodorovnom potrubí klesá tlak pozd¨º potrubia lineárne
(obr. 10.3). Tlakový gradient

dp

dx
= −∆pz

L
= −4 τw

D
(10.3)

je kon²tantný. Jeho absolútna hodnota ∆pz/L [Pa/m] sa v projek£nej praxi nazýva merná
tlaková strata a je jedným z hlavných návrhových parametrov potrubia (odd. 10.15).

vstupný
úsek

plne vyvinuté prúdenie

∆p

L

dp

dx
= −∆p

L
= kon²t.

vzdialenos´ od vstupu x

tl
ak

p

Obr. 10.3. Priebeh tlaku pozd¨º vodorovného potrubia. Vo vstupnom úseku klesá tlak rýchlej²ie, za
ním lineárne.

V naklonenom potrubí sa na zmene tlaku podie©a aj tiaº. Z roz²írenej energetickej rovnice (6.16)
pre v1 = v2 a bez strojov vyplýva

p1 − p2 = ρg (z2 − z1) + ∆pz. (10.4)

Nameraný rozdiel tlakov teda nie je tlaková strata, kým neodpo£ítame hydrostatický rozdiel.
Pri prúdení nadol môºe tlak v smere prúdenia dokonca rás´. Tlakovú stratu v²ak vºdy ur£uje
pokles piezometrickej vý²ky z + p/(ρg) (odd. 6.14).

Pozor � £astá chyba

Diferen£ný manometer pripojený k dvom bodom potrubia s rôznou vý²kou meria priamo
∆pz len vtedy, ak sú obe prepojovacie hadi£ky naplnené rovnakou tekutinou ako potrubie.
Hydrostatický tlak v hadi£kách potom práve vyrovná rozdiel ρg (z2− z1) v potrubí (kap. 3).
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10.5 Darcyho�Weisbachova rovnica

Tlaková strata trením po d¨ºke v plne vyvinutom prúdení závisí od strednej rýchlosti v, priemeru
D, d¨ºky L, hustoty ρ, viskozity µ a drsnosti steny k. Pretoºe ∆pz je úmerná d¨ºke, rozmerová
analýza vedie na vz´ah

∆pz = λ
L

D

ρv2

2
alebo hz = λ

L

D

v2

2g
(10.5)

kde bezrozmerný sú£inite© trenia λ môºe závisie´ len od bezrozmerných parametrov:

λ = f

(
Re,

k

D

)
. (10.6)

Toto je Darcyho�Weisbachova rovnica. Je pomenovaná po francúzskom inºinierovi H. Darcym
a nemeckom profesorovi J. Weisbachovi, ktorí ju sformulovali v polovici 19. storo£ia [1]. Platí
pre laminárne aj turbulentné prúdenie, pre kvapaliny aj pre plyny pri malých zmenách hustoty.
V²etka fyzika je skrytá v sú£initeli λ.

Z porovnania s (10.2) vyplýva súvislos´ sú£inite©a trenia so ²mykovým napätím na stene, ktorú
sme vyuºili v kap. 9:

λ =
8 τw
ρv2

. (10.7)

Ak rýchlos´ vyjadríme z prietoku, v = 4Q/(πD2), dostaneme

∆pz =
8λ ρL

π2

Q2

D5
. (10.8)

Tento tvar ukazuje dve k©ú£ové závislosti, ktoré sme spomenuli uº v kap. 1. Pri danom priemere
rastie strata pribliºne s druhou mocninou prietoku. Pri danom prietoku klesá pribliºne s piatou
mocninou priemeru. Ke¤ºe λ s rastúcim Re mierne klesá, sú skuto£né exponenty trochu men²ie,
pri hladkých rúrach asi Q1,75 a D−4,75.

Pozor � £astá chyba

V americkej a britskej literatúre sa niekedy pouºíva Fanningov sú£inite© trenia fF =
τw/(ρv

2/2), ktorý je ²tyrikrát men²í ako Darcyho sú£inite©: λ = 4fF. Pre laminárne prúdenie
je fF = 16/Re. Pred pouºitím vz´ahu alebo diagramu z cudzieho zdroja treba overi´, ktorý
sú£inite© sa v ¬om pouºíva. V tejto knihe pouºívame výhradne Darcyho sú£inite© λ, ktorý
[1] ozna£uje f .

10.6 Darcyho sú£inite© trenia λ

Závislos´ (10.6) sa nedá odvodi´ teoreticky, s výnimkou laminárneho prúdenia. Pre turbulentné
prúdenie bola ur£ená meraním. Najznámej²ie sú pokusy J. Nikuradseho z roku 1933 s rúrami,
na ktorých stenu bol nalepený piesok s presne de�novanou ve©kos´ou z¯n [44]. Pod©a Re a k/D
rozli²ujeme tieto oblasti (pozri aj odd. 9.11):

1. Laminárna oblas´ (Re < 2300): λ = 64/Re, drsnos´ nemá vplyv.

2. Prechodová oblas´ (2300 < Re < 4000): λ je neur£ité (odd. 9.4).
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3. Hydraulicky hladké potrubie: drsnos´ je ukrytá vo viskóznej podvrstve a λ = f(Re).
Pre 4000 < Re < 105 platí jednoduchý Blasiov vz´ah

λ =
0,3164

Re1/4
, (10.9)

pre vä£²ie Re Prandtlov vz´ah 1/
√
λ = 2 log(Re

√
λ)− 0,8 [1].

4. Prechodová oblas´ drsnosti: λ = f(Re, k/D). Do tejto oblasti patrí vä£²ina
technických potrubí.

5. Úplne drsné potrubie (oblas´ kvadratického odporu): λ = f(k/D) nezávisí od Re a
tlaková strata je presne úmerná v2. Platí

1√
λ
= −2 log

k/D

3,7
. (10.10)

V²etky tri turbulentné oblasti spája jediná rovnica, ktorej sa venuje odd. 10.9.

10.7 Laminárne prúdenie: λ = 64/Re

Pre laminárne prúdenie v kruhovom potrubí sme v kap. 8 odvodili presný vz´ah λ = 64/Re
(rov. (8.12)). Dosadením do (10.5) dostaneme Hagenov�Poiseuilleov zákon ∆pz = 32µLv/D2

(rov. (8.11)). Z neho plynú dôleºité vlastnosti laminárneho prúdenia:

� tlaková strata je úmerná prvej mocnine prietoku a hydraulický výkon jeho druhej mocnine,

� strata je priamo úmerná dynamickej viskozite. Pri nemrznúcich zmesiach, ktorých
viskozita sa s poklesom teploty zvä£²uje nieko©konásobne, rastie v rovnakom pomere,

� drsnos´ steny nemá vplyv.

Pre nekruhové prierezy platí λ = C/ReDh
, kde kon²tanta C závisí od tvaru prierezu. Pre ²tvorec

je C = 56,9, pre obd¨ºnik s pomerom strán 1 : 4 je C = 72,9 a pre ²irokú ²trbinu C = 96 [1].

10.8 Relatívna drsnos´

Pri turbulentnom prúdení závisí sú£inite© trenia od relatívnej drsnosti k/D, teda od pomeru
ekvivalentnej drsnosti steny (odd. 9.11) a priemeru potrubia. Tá istá drsnos´ má v potrubí
malého priemeru vä£²í vplyv ako vo ve©kom. Hodnoty ekvivalentnej drsnosti beºných materiálov
uvádza tab. 10.2.

Tabu©kové hodnoty platia pre nové rúry. Po£as prevádzky sa drsnos´ mení koróziou, inkrustáciou
a usadeninami. Sú£inite© trenia starých potrubí môºe by´ nieko©konásobne vä£²í [1]. Pri návrhu
dlhodobo prevádzkovaných systémov, napríklad privádza£ov MVE a zásobovacích potrubí, sa
preto uvaºuje so zvä£²enou drsnos´ou. V uzavretých vykurovacích a solárnych okruhoch s
upravenou vodou alebo s inhibovanou nemrznúcou zmesou je starnutie pomalé.

10.9 Colebrookova�Whiteova rovnica

C.F. Colebrook v spolupráci s C.M. Whiteom spojil v roku 1939 vz´ahy pre hladké a úplne
drsné potrubie do jedinej rovnice, ktorá opisuje aj prechodovú oblas´ drsnosti [45]:

1√
λ
= −2 log

(
k/D

3,7
+

2,51

Re
√
λ

)
(Re > 4000). (10.11)
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Tabu©ka 10.2. Ekvivalentná drsnos´ nových rúr [1, tab. 8-2] a orienta£né hodnoty pre plastové a staré
rúry. Neistota hodnôt môºe by´ aº 60%.

materiál a stav povrchu k [mm]

sklo, plasty (PE, PE-X, PP, PVC) 0 (hladké) aº 0,007
´ahané rúrky z medi a mosadze 0,0015
nehrdzavejúca oce© 0,002
hladená guma 0,01
oce©, nová (bez²vová, zváraná) 0,045
kujné ºelezo 0,046
pozinkovaná oce© 0,15
liatina 0,26
drevené potrubie 0,5
betón 0,9 aº 9
oce© skorodovaná, s usadeninami (orienta£ne) 0,2 aº 1 a viac

Logaritmus je dekadický. Pre k = 0 prejde rovnica na Prandtlov vz´ah pre hladké potrubie,
pre Re → ∞ na vz´ah (10.10) pre úplne drsné potrubie. Rovnica bola odvodená pre technické
rúry s nerovnomernou drsnos´ou. Preto opisuje prechodovú oblas´ plynulej²ie ako Nikuradseho
pokusy s pieskom. Je dnes ²tandardom pre výpo£et potrubí a presnos´ výsledkov je asi 15% [1].

Rovnica je implicitná: neznáma λ je na oboch stranách. Rie²i sa iteráciou. Zvolíme po£iato£ný
odhad λ0, dosadíme ho na pravú stranu a vypo£ítame nové λ1. Postup opakujeme, kým sa
hodnoty nezhodujú na poºadovaný po£et £íslic. Pri dobrom odhade (napríklad z Haalandovho
vz´ahu, odd. 10.11) sta£ia dve aº tri iterácie. V tabu©kovom procesore sa dá pouºi´ nástroj na
h©adanie rie²enia, v Pythone napríklad funkcia scipy.optimize.brentq.

Príklad 10.2 � Tlaková strata oce©ového potrubia

Oce©ovým potrubím DN50 (D = 53,1mm, k = 0,045mm) s d¨ºkou 120m preteká 4L/s
vody s teplotou 60 ◦C (ρ = 983,3 kg/m3, ν = 0,475 · 10−6m2/s). Ur£te sú£inite© trenia,
tlakovú stratu, stratovú vý²ku a hydraulický výkon potrebný na jej prekonanie.
Rie²enie. Rýchlos´ a Reynoldsovo £íslo:

v =
4 · 0,004

π · 0,05312
= 1,806m/s, Re =

1,806 · 0,0531
0,475 · 10−6

= 201 900.

Prúdenie je turbulentné. Relatívna drsnos´ je k/D = 0,045/53,1 = 8,47 · 10−4. Po£iato£ný
odhad z Haalandovho vz´ahu (10.12) je λ0 = 0,020 27. Iterácie Colebrookovej rovnice dávajú

λ1 = 0,020 41, λ2 = 0,020 41.

Tlaková strata, stratová vý²ka a výkon:

∆pz = 0,02041 · 120

0,0531
· 983,3 · 1,806

2

2
= 74,0 kPa, hz =

74 000

983,3 · 9,81
= 7,67m,

Ph = Q∆pz = 0,004 · 74 000 = 296W.

Merná tlaková strata je 617Pa/m. Pre vykurovacie potrubie je to ve©a (odd. 10.15). ■
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10.10 Moodyho diagram

Gra�cké znázornenie Colebrookovej rovnice spolu so vz´ahom 64/Re zostavil L. F. Moody v roku
1944 [46]. Moodyho diagram (obr. 10.4) je jedným z najpouºívanej²ích diagramov v inºinierskej
praxi. Na vodorovnej osi je Reynoldsovo £íslo, na zvislej sú£inite© trenia, obe v logaritmickej
mierke. Parametrom kriviek je relatívna drsnos´ k/D.
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Obr. 10.4. Moodyho diagram vypo£ítaný z Colebrookovej�Whiteovej rovnice (10.11) a zo vz´ahu λ =
64/Re. Oranºovo je vyzna£ená prechodová oblas´, £ervenou £iarkovanou £iarou hranica
úplne drsného potrubia (k+ = 70).

Z diagramu vidíme:

� v laminárnej oblasti λ klesá s Re a nezávisí od drsnosti,

� najmen²í sú£inite© trenia má hladké potrubie. Ani ten v²ak nie je nulový, pretoºe aj na
hladkej stene platí podmienka ulpievania,

� pri danej drsnosti λ s rastúcim Re klesá, aº sa krivka vpravo od £iarkovanej hranice stane
vodorovnou (úplne drsné potrubie),

� £ím je potrubie drsnej²ie, tým pri men²om Re prejde do oblasti úplne drsného potrubia,

� pre typické technické potrubia leºí λ medzi 0,015 a 0,04.

Diagram je vhodný na rýchly odhad a na kontrolu výpo£tu. Pri práci s po£íta£om sa pouºíva
priamo rovnica (10.11) alebo jej explicitné aproximácie.

10.11 Explicitné aproximácie sú£inite©a trenia

Aby sa predi²lo iterácii, bolo navrhnutých viacero explicitných vz´ahov. Najpouºívanej²ie sú:
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� Haalandov vz´ah [47]

1√
λ
= −1,8 log

[(
k/D

3,7

)1,11

+
6,9

Re

]
, (10.12)

� Swameeho�Jainov vz´ah [48]

λ =
0,25[

log

(
k/D

3,7
+

5,74

Re0,9

)]2 (5 000 < Re < 108, 10−6 < k/D < 10−2). (10.13)

Oba vz´ahy sa od Colebrookovej rovnice lí²ia v celej oblasti turbulentného prúdenia najviac o
2 aº 3%, £o je omnoho menej ako neistota drsnosti. Blasiov vz´ah (10.9) je jednoduch²í, ale
platí len pre hladké rúry a Re < 105. Pri Re = 106 podhodnocuje λ hladkej rúry o 14% a pri
drsných rúrach e²te viac.

Tab. 10.3 porovnáva uvedené vz´ahy. Pre ru£né výpo£ty odporú£ame Haalandov alebo
Swameeho�Jainov vz´ah, pre programy Colebrookovu rovnicu s po£iato£ným odhadom z
Haalandovho vz´ahu.

Tabu©ka 10.3. Odchýlka explicitných vz´ahov od Colebrookovej rovnice.

Re k/D λ (Colebrook) Haaland Swamee�Jain Blasius

104 0 0,030 9 0,0% +0,3% +2,5%
105 0 0,018 0 −0,9% −0,7% −1,1%
105 10−3 0,022 2 −0,9% +0,8% −20%
106 10−4 0,013 4 −0,9% +0,5% −26%
107 10−2 0,037 9 +0,2% 0,0% −85%

10.12 Výpo£et tlakovej straty

Úlohy o prúdení v potrubí sa delia na tri typy pod©a toho, ktorá veli£ina je neznáma [1]:

1. Výpo£et tlakovej straty (známe Q, D, L, k). Úloha je priama, postup ukazuje obr. 10.5.

2. Výpo£et prietoku (známe ∆pz alebo hz, D, L, k). Neznáme v vystupuje v Re, a teda
aj v λ. Úlohu rie²ime iteráciou.

3. Výpo£et priemeru (známe Q, prípustná strata, L, k). Neznáme D vystupuje v v, Re aj
k/D. Úlohu rie²ime iteráciou a výsledok zaokrúhlime na najbliº²í vä£²í vyrábaný rozmer.

Prvý typ úlohy sme rie²ili v pr. 10.2. Pri druhom a tre´om type pomáha dobrý po£iato£ný
odhad. Pri výpo£te prietoku odhadneme λ0 ≈ 0,02, vypo£ítame rýchlos´, z nej Re a nové λ. Pri
výpo£te priemeru vyjadríme D z (10.8):

D =

(
8λ ρLQ2

π2∆pz

)1/5

. (10.14)

Pretoºe D závisí od λ len cez piatu odmocninu, iterácia konverguje ve©mi rýchlo.
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zadané: Q, D, L, k
ρ, ν pri teplote t

v =
4Q

πD2
, Re =

vD

ν

Re < 2300?

λ =
64

Re
k/D; λ z Colebrookovej
rovnice alebo aproximácie

∆pz = λ
L

D

ρv2

2
, hz =

∆pz
ρg

Ph = Q∆pz, P = Ph/η

áno nie

pri 2300 < Re < 4000
po£íta´ na strane
bezpe£nosti

Obr. 10.5. Postup výpo£tu tlakovej straty po d¨ºke (úloha prvého typu).

Príklad 10.3 � Samospádový prívod vody zo prame¬a

Voda s teplotou 10 ◦C (ν = 1,307 · 10−6m2/s) sa privádza z pramennej nádrºe do budovy
potrubím z PE s vnútorným priemerom 40mm a d¨ºkou 400m (k = 0,007mm). Hladina v
nádrºi je 12m nad výtokom do atmosféry. Ur£te prietok. Miestne straty zanedbajte.
Rie²enie. Energetická rovnica medzi hladinou (1) a výtokom (2):

H =
v2

2g
+ λ

L

D

v2

2g
=⇒ v =

√
2gH

1 + λL/D
.

Iterácia s po£iato£ným odhadom λ0 = 0,02:

krok v [m/s] Re λ (Colebrook)

1 1,082 33 100 0,023 44
2 1,000 30 600 0,023 85
3 0,992 30 300 0,023 89
4 0,991 30 300 0,023 90

Prietok je Q = v πD2/4 = 0,991 · 1,257 · 10−3 = 1,25 · 10−3m3/s = 1,25L/s. Kinetická
energia na výtoku (v2/2g = 0,05m) je vo£i trecej strate zanedbate©ná. Swameeho a Jainov
explicitný vz´ah pre prietok [48]

Q = −0,965D2,5

√
ghz
L

ln

[
k/D

3,7
+

(
3,17 ν2L

gD3hz

)0,5
]

dáva pre hz = H rovnaký výsledok 1,25L/s. ■
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Príklad 10.4 � Priemer privádza£a malej vodnej elektrárne

Privádza£ MVE s d¨ºkou 300m má vies´ prietok 0,5m3/s. Hrubý spád je 40m. Straty trením
nemajú prekro£i´ 3% hrubého spádu. Potrubie je oce©ové so zoh©adnením starnutia k =
0,1mm, voda má 10 ◦C. Ur£te potrebný vnútorný priemer.
Rie²enie. Prípustná strata je hz = 0,03·40 = 1,2m, teda∆pz = ρghz = 11,8 kPa. Za£neme
odhadom D0 = 0,5m, pre ktorý vychádza v = 2,55m/s, Re = 974 000, λ = 0,014 7. Pod©a
(10.14):

D1 =

(
8 · 0,0147 · 1000 · 300 · 0,52

π2 · 11 770

)1/5

= 0,597m.

Druhý krok s D1 dáva λ = 0,014 5 a D2 = 0,596m. Zvolíme potrubie s vnútorným
priemerom 600mm. Rýchlos´ je 1,77m/s a strata 1,16m, teda 2,9% spádu. ■

10.13 Výpo£et stratovej vý²ky

Vo výpo£toch s roz²írenou energetickou rovnicou (6.16) potrebujeme straty vo vý²kovom tvare.
Celková stratová vý²ka medzi bodmi 1 a 2 je sú£tom strát trením vo v²etkých úsekoch a
miestnych strát (kap. 11):

hz =
∑
i

λi
Li

Di

v2i
2g

+
∑
j

ζj
v2j
2g

. (10.15)

Úseky s rôznym priemerom alebo prietokom sa po£ítajú samostatne, pretoºe majú rôznu
rýchlos´, Re aj λ. Ak je prietok vo v²etkých úsekoch rovnaký (sériové zapojenie), dá sa sú£et
zapísa´ v tvare

hz = RQ2, R =
∑
i

8λi Li

π2g D5
i

+
∑
j

8 ζj
π2g D4

j

, (10.16)

kde R [s2/m5] je hydraulický odpor potrubia. Pri turbulentnom prúdení v drsných rúrach je
R takmer kon²tantný. Závislos´ hz = RQ2 je potom parabola, ktorá sa nazýva charakteristika
potrubia. Vyuºijeme ju v kap. 12 a 13 pri h©adaní pracovného bodu £erpadla.

Stratová vý²ka je názorná. Pri vode zodpovedá 1m straty pribliºne 9,8 kPa. Pre nemrznúce
zmesi s inou hustotou treba vºdy prepo£ítava´ cez skuto£nú hustotu.

10.14 Potrebný £erpací výkon

V uzavretom okruhu musí £erpadlo pokry´ celú stratu (rov. (6.18)), v otvorenom systéme aj
geodetický rozdiel (pr. 6.4). Hydraulický výkon a príkon £erpadla sú

Ph = Q∆p = ρgQH£, P =
Ph

η
, (10.17)

kde η je celková ú£innos´ £erpadla s motorom (a prípadne s meni£om frekvencie). Pri malých
obehových £erpadlách vo vykurovaní a solárnych systémoch je η len asi 0,2 aº 0,4, pri ve©kých
£erpadlách 0,7 aº 0,85 [15]. Ro£ná spotreba elektriny je

E =

∫
P dt ≈ P τ, (10.18)

kde τ je ekvivalentná doba prevádzky pri menovitom prietoku. Pri premenlivom prietoku treba
zoh©adni´, ºe výkon potrebný na prekonanie trenia klesá pribliºne s tretou mocninou prietoku
(rov. (1.7)). Prevádzka pri polovi£nom prietoku vyºaduje len asi osminu výkonu.
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Príklad 10.5 � O jednu dimenziu men²ie potrubie

Obehové £erpadlo vykurovacieho okruhu dopravuje 0,5L/s vody s teplotou 20 ◦C oce©ovým
potrubím s ekvivalentnou d¨ºkou 60m. Porovnajte potrubie DN25 (D = 27,3mm) a DN20
(D = 21,7mm). Ú£innos´ £erpadla je 0,3, ekvivalentná doba prevádzky 5 000 h/r.
Rie²enie. Rovnakým postupom ako v pr. 10.2 dostaneme:

v [m/s] Re λ ∆p [kPa] P [W] E [kW · h/r]

DN25 0,85 23 200 0,028 5 22,8 38 190
DN20 1,35 29 200 0,028 3 71,5 119 595

Priemer sa zmen²il o 21%, tlaková strata aj spotreba elektriny v²ak vzrástli 3,1-krát. Pomer
zodpovedá závislosti (27,3/21,7)5 = 3,15. Sú£inite© trenia sa takmer nezmenil. ■

10.15 Návrh priemeru potrubia

Pri návrhu potrubia je prietok daný potrebou (tepelným výkonom, spotrebou vody, prietokom
turbíny). Priemer volí projektant. Men²í priemer znamená lacnej²ie potrubie, armatúry a
izoláciu, men²í objem náplne a pri tepelných rozvodoch aj men²ie tepelné straty. Vä£²í priemer
znamená men²ie tlakové straty, men²ie a lacnej²ie £erpadlo, niº²iu spotrebu elektriny a tich²iu
prevádzku. Pri návrhu sa uplat¬ujú dve skupiny kritérií:

� technické obmedzenia: najvä£²ia prípustná rýchlos´ (hluk, erózia, tlakové rázy),
najmen²ia rýchlos´ (odvzdu²nenie, usadzovanie ne£istôt, pri tepelných zariadeniach aj
prestup tepla), najvä£²ia merná tlaková strata a dostupná dopravná vý²ka £erpadla,
riziko kavitácie na sacej strane £erpadla,

� ekonomické kritérium: najmen²ie celkové náklady za dobu ºivotnosti, teda sú£et
investi£ných a prevádzkových nákladov (odd. 10.16).

Projek£ná prax technické obmedzenia zjednodu²uje do odporú£aných rýchlostí alebo odporú£aných
merných tlakových strát. Orienta£né hodnoty uvádza tab. 10.4. Pre konkrétny projekt treba
pouºi´ príslu²né normy a odporú£ania výrobcov.

Tabu©ka 10.4. Orienta£né rýchlosti prúdenia a merné tlakové straty pri návrhu potrubí (hodnoty z
projek£nej praxe).

potrubie rýchlos´ [m/s] poznámka

vykurovacie a solárne okruhy, malé DN 0,3 � 1,0 obmedzenie hluku
rozvody tepla, stredné a ve©ké DN 1 � 2,5 50Pa/m aº 200Pa/m
sacie potrubie £erpadiel 0,5 � 1,5 riziko kavitácie
výtla£né potrubie £erpadiel 1 � 3
privádza£e vodných elektrární 1 � 3 straty 2 � 5% spádu
vzduchotechnika 2 � 8 obmedzenie hluku

Postup návrhu:

1. Z tepelného výkonu Q̇ a teplotného rozdielu ∆T ur£íme hmotnostný prietok ṁ =
Q̇/(cp∆T ) a objemový prietok Q = ṁ/ρ.

2. Zvolíme rýchlos´ alebo mernú stratu pod©a tab. 10.4 a vypo£ítame potrebný priemer
D =

√
4Q/(πv) alebo z (10.14).
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3. Zvolíme najbliº²í vyrábaný rozmer (tab. 10.1).

4. Pre zvolený rozmer overíme rýchlos´, mernú stratu a celkovú stratu vrátane miestnych
odporov.

5. Pri viacerých vhodných rozmeroch porovnáme náklady.

10.16 Ekonomická rýchlos´ prúdenia

Celkové ro£né náklady potrubia sú sú£tom ro£nej splátky investície (anuity) a ro£ných nákladov
na elektrinu pre £erpadlo. Cena potrubia rastie s priemerom pribliºne ako Dm, kde m ≈ 1 aº
1,5. Náklady na elektrinu sú úmerné tlakovej strate, a teda pod©a (10.8) pribliºne D−n, kde
n ≈ 4,8 aº 5. Celkové náklady

C(D) = aDm︸ ︷︷ ︸
investície

+ bD−n︸ ︷︷ ︸
elektrina

(10.19)

majú minimum pri optimálnom priemere (obr. 10.6). Z podmienky dC/dD = 0 dostaneme

maDm = n bD−n =⇒ Cel

Cinv
=

m

n
≈ 0,2 aº 0,3. (10.20)

V optime sú teda ro£né náklady na elektrinu asi ²tvrtinou ro£nej splátky investície. Rýchlos´
zodpovedajúca optimálnemu priemeru sa nazýva ekonomická rýchlos´. Závisí od ceny potrubia
a elektriny, doby prevádzky a úrokovej miery. Pre vodovodné a zásobovacie potrubia vychádza
obvykle okolo 1m/s aº 2m/s.
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Obr. 10.6. Ro£né náklady na výtla£né potrubie v závislosti od priemeru (ilustra£ný výpo£et: Q =
50L/s, L = 1km, 6 000 h/r, 0,20 EUR/kWh, cena potrubia 2000D1,2 EUR/m, anuita 8%).

V príklade na obr. 10.6 je optimálny priemer 215mm a ekonomická rýchlos´ 1,38m/s. Krivka
celkových nákladov je v okolí optima plochá. Priemer o jednu dimenziu vä£²í ako optimálny
zvý²i náklady len málo, priemer o dimenziu men²í v²ak podstatne viac. Pri neistote vstupných
údajov (budúca cena elektriny, rast odberu) je preto rozumné voli´ skôr vä£²í priemer.
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10.17 Vplyv priemeru na energetickú spotrebu

Silná závislos´ strát od priemeru (∆p ∝ D−5) je jedným z najdôleºitej²ích poznatkov pre
energeticky úsporný návrh:

� zmen²enie priemeru o jednu dimenziu (o 20% aº 25%) zvý²i tlakovú stratu a spotrebu
elektriny pribliºne trojnásobne (pr. 10.5),

� zvä£²enie priemeru o jednu dimenziu zníºi spotrebu elektriny na tretinu a £asto umoºní
pouºi´ men²ie £erpadlo,

� pri rovnakom prietoku v dvoch rovnobeºných potrubiach je strata ²tyrikrát men²ia ako v
jednom potrubí rovnakého priemeru.

Pre zariadenia OZE to má konkrétne dôsledky. Spotreba elektriny obehových £erpadiel zniºuje
£istý prínos solárnych systémov a sezónny výkonový faktor tepelných £erpadiel. Pri zemných
vrtoch sa rozhoduje medzi rúrkami PE 32× 2,9 a 40× 3,7. Pri tepelných sie´ach tvoria náklady
na potrubie najvä£²iu £as´ investície a zárove¬ tepelné straty rastú s priemerom. Optimálny
priemer je preto men²í, ako by vyplývalo len z porovnania investície a elektriny [29].

Privádza£ vodnej elektrárne
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Obr. 10.7. �istý spád, straty a výkon vodnej elektrárne s daným privádza£om v závislosti od prietoku.
Q0 je prietok, pri ktorom by straty spotrebovali celý spád.

Pri vodnej elektrárni nejde o spotrebu, ale o stratu výroby. Pre daný privádza£ so stratou
hz = RQ2 je £istý spád Hn = Hb −RQ2 a výkon

P = η ρ g Q (Hb −RQ2). (10.21)

Výkon je nulový pri Q = 0 aj pri prietoku Q0, pri ktorom straty spotrebujú celý spád. Maximum
nastane pri dP/dQ = 0, teda pri Hb = 3RQ2 (obr. 10.7):

hz =
Hb

3
, Hn =

2

3
Hb. (10.22)

Ide o technické maximum výkonu pre daný privádza£. Tretina spádu sa pri ¬om stráca v potrubí,
£o by bolo neekonomické pri celoro£nej prevádzke. Privádza£e sa preto navrhujú na straty rádovo
nieko©ko percent spádu (pr. 10.4). Optimálny prietok a priemer privádza£a v závislosti od typu
turbíny rozoberajú [49]. Podmienka (10.22) je v²ak uºito£ná pri posúdení existujúcich malých
zdrojov, napríklad starých náhonov a potrubí pri obnove MVE.
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10.18 Aplikácia v OZE: potrubie tepelného systému

Vrá´me sa k otázke zo za£iatku kapitoly.

Príklad 10.6 � Prípojka z kotolne na biomasu

Kotol¬a na biomasu dodáva 300 kW tepla do budovy vzdialenej 200m. Teplotný spád
je 80/60 ◦C (stredná teplota 70 ◦C, ρ = 977,5 kg/m3, cp = 4,19 kJ/(kg · K), ν =
0,413 · 10−6m2/s). Uvaºujte predizolované oce©ové potrubie (k = 0,045mm) s vnútornými
priemermi DN50: 54,5mm, DN65: 70,3mm, DN80: 82,5mm. Miestne straty zahr¬te
zvä£²ením d¨ºky prívodu a spiato£ky (400m) na ekvivalentnú d¨ºku 500m. Ur£te rýchlos´,
mernú a celkovú tlakovú stratu a ro£nú spotrebu elektriny £erpadla pri ú£innosti 0,5 a
ekvivalentnej dobe prevádzky 2 000 h/r.
Rie²enie. Hmotnostný a objemový prietok:

ṁ =
300 000

4190 · 20
= 3,58 kg/s, Q =

3,58

977,5
= 3,66 · 10−3m3/s = 13,2m3/h.

Výsledky výpo£tu pod©a obr. 10.5:

v Re λ ∆p/L ∆p P E
[m/s] [Pa/m] [kPa] [W] [kW · h/r]

DN50 1,57 207 000 0,020 3 448 224 1640 3280
DN65 0,94 161 000 0,019 9 123 61,5 450 900
DN80 0,69 137 000 0,019 8 55 27,5 200 400

Potrubie DN50 má mernú stratu 448Pa/m, £o je vysoko nad beºným rozsahom 50Pa/m aº
200Pa/m. �erpadlo by muselo ma´ dopravnú vý²ku vy²e 23m. DN65 aj DN80 vyhovujú.
Rozdiel v spotrebe elektriny medzi nimi je asi 500 kW · h/r, pri cene 0,20 EUR/kWh teda
100 EUR za rok. Potrubie DN80 je v²ak drah²ie a má vä£²ie tepelné straty. Pri trase 200m
to predstavuje rádovo tisíce eur investície a trvalo vy²²ie tepelné straty. Vhodnou vo©bou
je preto DN65.
Príklad ukazuje, ºe pri malých prípojkách rozhodujú technické obmedzenia (merná
strata, dopravná vý²ka £erpadla) a tepelné straty. Spotreba elektriny je malá. Pri
ve©kých prietokoch a dlhých potrubiach, napríklad v hlavných vetvách tepelných sietí,
v privádza£och MVE a vo vodárenských potrubiach, sa naopak spotreba energie stáva
rozhodujúcou (obr. 10.6). ■

Aplikácia v OZE: kolektorové pole

V poli slne£ných kolektorov treba zabezpe£i´, aby v²etkými kolektormi pretekal pribliºne
rovnaký prietok. Ak je tlaková strata zberných a rozde©ovacích potrubí porovnate©ná
so stratou samotných kolektorov, kolektory bliº²ie k prípojke dostanú vä£²í prietok ako
vzdialené a ich ú£innos´ sa lí²i. Rovnomernos´ sa zlep²í zapojením pod©a Tichelmanna
(obr. 5.4), vä£²ím priemerom zberných potrubí alebo kolektormi s vä£²ou vlastnou tlakovou
stratou [7]. Rozdelením prietoku v paralelných vetvách sa zaoberá kap. 12.

Projektová úloha

Optimalizácia priemeru potrubia pod©a investi£ných a prevádzkových nákladov. Pre zadaný
prietok, d¨ºku a teplotu teplonosnej látky zostavte v Pythone alebo v tabu©kovom procesore
výpo£et sú£inite©a trenia (Colebrookova rovnica), tlakovej straty a ro£nej spotreby elektriny
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pre rad vyrábaných priemerov. Dopl¬te ceny potrubia z katalógu, cenu elektriny a anuitný
faktor. Nájdite priemer s najmen²ími celkovými ro£nými nákladmi. Overte citlivos´ výsledku
na cenu elektriny (±50%) a na dobu prevádzky. Pri tepelných rozvodoch dopl¬te tepelné
straty potrubia pod©a údajov výrobcu a posú¤te, ako zmenia optimálny priemer.

Zhrnutie kapitoly

� Pre výpo£et treba pozna´ skuto£ný vnútorný priemer potrubia, nie menovitú svetlos´. Pre
nekruhové prierezy sa pouºíva hydraulický priemer Dh = 4A/O.

� Pri plne vyvinutom prúdení klesá tlak lineárne. Tlaková strata trením je daná Darcyho�
Weisbachovou rovnicou ∆pz = λ (L/D) ρv2/2.

� Sú£inite© trenia závisí od Re a relatívnej drsnosti k/D. Pri laminárnom prúdení λ =
64/Re, pri turbulentnom sa ur£í z Colebrookovej�Whiteovej rovnice, z Moodyho diagramu
alebo z explicitných aproximácií (Haaland, Swamee�Jain).

� Tri typy úloh: výpo£et straty (priamy), prietoku a priemeru (iterácia).

� Pri danom prietoku je strata úmerná pribliºne D−5. Men²ie potrubie o jednu dimenziu
znamená asi trojnásobnú spotrebu elektriny.

� Priemer sa navrhuje s oh©adom na technické obmedzenia (rýchlos´, merná strata) a na
celkové náklady. V ekonomickom optime tvoria náklady na elektrinu asi ²tvrtinu ro£nej
splátky investície.

� Privádza£ vodnej elektrárne dáva najvä£²í výkon pri strate tretiny spádu. Ekonomicky sa
v²ak navrhuje na straty nieko©ko percent.

Kontrolné otázky

1. �ím sa lí²i menovitá svetlos´ DN od vnútorného priemeru? Ktorý rozmer patrí do
výpo£tu?

2. Ako je de�novaný hydraulický priemer a pre£o sa v ¬om vyskytuje omo£ený obvod?

3. Pre£o je tlakový gradient pri plne vyvinutom prúdení kon²tantný?

4. Pre£o diferen£ný tlak nameraný medzi dvoma bodmi naklonenej rúry nie je priamo tlaková
strata?

5. Od ktorých bezrozmerných veli£ín závisí sú£inite© trenia? Pre£o nie priamo od rýchlosti
a viskozity?

6. Aký je rozdiel medzi Darcyho a Fanningovým sú£inite©om trenia?

7. Opí²te oblasti Moodyho diagramu. V ktorej oblasti nezávisí λ od Re a pre£o?

8. Pre£o je Colebrookova rovnica implicitná a ako sa rie²i?

9. Ktoré tri typy úloh rie²ime pri potrubí? Pre£o druhý a tretí typ vyºadujú iteráciu?

10. Ako sa zmení tlaková strata, ak pri rovnakom prietoku zmen²íme priemer o 20%?

11. Aké kritériá rozhodujú o vo©be priemeru potrubia? �o je ekonomická rýchlos´?
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12. Pre£o je optimálny priemer tepelného rozvodu men²í ako optimum pod©a nákladov na
potrubie a elektrinu?

13. Pri akej strate dáva privádza£ MVE najvä£²í výkon? Pre£o sa na ¬u privádza£e
nenavrhujú?

Úlohy na precvi£enie

1. Ur£te hydraulický priemer kanála vzduchového kolektora s prierezom 1,2m × 40mm a
medzikruºia koaxiálnej sondy s priemermi 102mm a 63mm. [77,4mm; 39mm]

2. Rúrkou podlahového vykurovania PE-X 16×2 (D = 12mm, hladká) s d¨ºkou 80m preteká
150L/h vody s teplotou 35 ◦C (ρ = 994 kg/m3, ν = 0,72 · 10−6m2/s). Ur£te rýchlos´, Re,
λ a tlakovú stratu. [0,368m/s; 6 140; 0,035 3; 15,9 kPa]

3. Solárnym okruhom z medenej rúrky Cu 18 × 1 (D = 16mm, k = 0,001 5mm) s d¨ºkou
40m preteká 6L/min zmesi so 40% PG pri 40 ◦C (tab. B.3). Ur£te Re a tlakovú stratu.
Prúdenie je v prechodovej oblasti, preto po£ítajte na strane bezpe£nosti s turbulentným
λ. [3 650; 0,041 1; 13,0 kPa]

4. Na úseku oce©ového potrubia DN100 (D = 105,3mm) d¨ºky 50m bol pri rýchlosti 1,5m/s
vody s teplotou 20 ◦C nameraný pokles tlaku 11,2 kPa. Potrubie je vodorovné. Ur£te
sú£inite© trenia a ²mykové napätie na stene. [0,021 0; 5,9Pa]

5. Oce©ové potrubie DN80 (D = 80,9mm, k = 0,045mm) s d¨ºkou 250m vedie vodu s
teplotou 20 ◦C. Aký prietok ním prete£ie, ak je k dispozícii stratová vý²ka 5m? [6,39L/s]

6. Ur£te najmen²í vnútorný priemer oce©ového potrubia (k = 0,045mm) pre prietok 20L/s
vody s teplotou 10 ◦C, ak merná tlaková strata nemá prekro£i´ 150Pa/m. Aká je rýchlos´?
[132mm; 1,46m/s]

7. Ko©kokrát sa zvä£²í sú£inite© trenia potrubia DN100 (D = 105,3mm) s vodou 20 ◦C pri
rýchlosti 1m/s, ak drsnos´ vplyvom korózie vzrastie z 0,045mm na 0,5mm? [z 0,019 9
na 0,030 8, 1,55×]

8. Privádza£ MVE s vnútorným priemerom 0,4m a d¨ºkou 500m (k = 0,1mm, voda 10 ◦C)
vedie 0,3m3/s. Hrubý spád je 60m. Ur£te stratu, £istý spád a elektrický výkon pri celkovej
ú£innosti 0,85. Pri akom prietoku by bol výkon najvä£²í (pri kon²tantnom λ)? [5,61m;
54,4m; 136 kW; 0,57m3/s]

9. Prietok v potrubí s kon²tantným λ sa zvý²i o 30%. Ko©kokrát vzrastie tlaková strata a
hydraulický výkon? Ako by to bolo pri laminárnom prúdení? [1,69 a 2,20; 1,30 a 1,69]

10. Vodu treba dopravi´ potrubím d¨ºky 1 km. Pri priemere 200mm je tlaková strata 103 kPa.
Odhadnite stratu pri priemere 250mm za predpokladu ∆p ∝ D−4,9. [35 kPa]

11. Ukáºte, ºe pre celkové náklady C = aDm + bD−n platí v optime Cel/Cinv = m/n.

12. V tabu©kovom procesore alebo v Pythone zostrojte Moodyho diagram z Colebrookovej
rovnice pre k/D = 0; 10−4; 10−3; 10−2 a porovnajte ho s obr. 10.4.
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Kapitola 11

Miestne hydraulické odpory

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent vysvetlí fyzikálny mechanizmus miestnych strát a de�nuje
sú£inite© miestneho odporu. Odvodí stratu pri náhlom roz²írení z bilancie hybnosti a energie.
Pozná typické hodnoty sú£inite©ov pre vstupy, výstupy, zmeny prierezu, kolená, T-kusy a
armatúry. Prepo£íta údaje výrobcov (hodnotu Kv, diagramy ∆p�Q) na sú£initele odporu
a zahrnie v²etky miestne straty do energetickej bilancie potrubného systému. Vie posúdi´,
kedy miestne odpory nemoºno zanedba´.

K©ú£ové pojmy

miestna strata, sú£inite© miestneho odporu ζ, odtrhnutie prúdu, zúºený prierez (vena
contracta), Bordova�Carnotova strata, difúzor, konfúzor, sekundárne prúdenie, T-kus,
prietokový sú£inite© Kv, ekvivalentná d¨ºka, hydraulický odpor, £eslicová stena

V kap. 10 sme po£ítali straty trením v rovných úsekoch potrubia. Skuto£né potrubné systémy
v²ak obsahujú aj kolená, odbo£ky, zmeny priemeru, ventily, spätné klapky, �ltre, mera£e tepla,
výmenníky a vstupy do nádrºí a výstupy z nich. Kaºdý z týchto prvkov naru²í prúdenie a
spôsobí dodato£nú stratu energie. Takéto straty nazývame miestne. V dlhých potrubiach tvoria
zvy£ajne men²iu £as´ celkovej straty. V kompaktných systémoch, ako sú kotolne, strojovne
tepelných £erpadiel a £erpadlové skupiny solárnych systémov, v²ak £asto prevládajú.

Na rozdiel od trenia v rovnom potrubí miestne straty takmer nemoºno vypo£íta´ teoreticky.
Aº na výnimky (náhle roz²írenie) sa ur£ujú meraním. Výsledky sa uvádzajú ako sú£initele
miestneho odporu v príru£kách, najmä v rozsiahlej príru£ke [50], a v katalógoch výrobcov.
Výklad nadväzuje na [1, 5].

Na zamyslenie

Okruh medzi kotlom na biomasu a akumula£nou nádrºou je dlhý len 12m. Má v²ak 14
kolien, 4 gu©ové ventily, spätnú klapku, �lter, zmie²avací ventil na ochranu spiato£ky a dva
T-kusy. Projektant vypo£ítal stratu trením v potrubí a pripo£ítal 20% na miestne odpory.
�erpadlo potom nedodávalo potrebný prietok. Ako ve©ká je skuto£ne strata v tvarovkách a
armatúrach?

157
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Pozor � £astá chyba

Ozna£enie �miestna strata� neznamená, ºe strata energie fyzikálne vzniká iba v jednom
geometrickom bode. Disipácia prebieha v celej oblasti naru²eného prúdenia za prekáºkou,
£asto na d¨ºke desiatok priemerov potrubia.

11.1 Mechanizmus miestnej straty

Pri náhlej zmene prierezu alebo smeru prúdenia sa tekutina nedokáºe prispôsobi´ tvaru steny.
Prúd sa od steny odtrhne (obr. 11.1a). Za prekáºkou vznikne zúºený prúd s ve©kou rýchlos´ou a
okolo neho oblasti spätného prúdenia s ve©kými vírmi. Na rozhraní rýchleho prúdu a pomalých
vírov je ve©ký rýchlostný gradient, a teda intenzívne turbulentné mie²anie (kap. 9). Rýchly prúd
sa postupne roz²iruje, spoma©uje a zaplní celý prierez. Jeho kinetická energia sa v²ak premení
na tlak len £iasto£ne. Zvy²ok sa vo vírovej kaskáde premení na teplo.

K odtrhnutiu dochádza najmä pri spoma©ovaní prúdu, teda pri náraste tlaku v smere prúdenia
(roz²írenia, vnútorná strana kolien, priestor za zúºeným prierezom). Zrých©ovanie prúdu
(zúºenie, dýza) je naopak stabilné a málo stratové. Preto sú straty pri roz²írení spravidla vä£²ie
ako pri zúºení rovnakého pomeru.

zúºený prúd odtrhnutie, víry doznievanie vírov

(a)

x

p

(b)

∆pm

prekáºka

potrubie bez prekáºky

s prekáºkou

Obr. 11.1. (a) Prúdenie cez prekáºku (clonu): zúºenie prúdu, odtrhnutie a víry. (b) Priebeh tlaku
pozd¨º potrubia s prekáºkou a bez nej. Miestna strata ∆pm je rozdiel medzi pred¨ºenými
lineárnymi priebehmi pred prekáºkou a za ¬ou.

Priebeh tlaku (obr. 11.1b) ukazuje, ako sa miestna strata meria. �aleko pred prekáºkou a ¤aleko
za ¬ou klesá tlak lineárne pod©a trenia. V blízkosti prekáºky je priebeh zloºitý. Tlak za zúºeným
prierezom najprv klesne a potom £iasto£ne narastie. Miestna strata ∆pm je dodato£ná strata,
ktorú prekáºka spôsobí navy²e oproti rovnému potrubiu rovnakej d¨ºky. Ur£í sa pred¨ºením
lineárnych úsekov do miesta prekáºky [1].

11.2 Sú£inite© miestneho odporu ζ

Miestnu stratu vyjadrujeme ako násobok rýchlostnej vý²ky:

hm = ζ
v2

2g
alebo ∆pm = ζ

ρv2

2
, (11.1)
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kde ζ je bezrozmerný sú£inite© miestneho odporu (v anglickej literatúre K alebo KL). Hovorí,
ko©ko rýchlostných vý²ok sa v prvku stratí. Pri prvkoch so zmenou prierezu treba vºdy uvies´,
ku ktorej rýchlosti sa ζ vz´ahuje. V tejto knihe ho vz´ahujeme k rýchlosti v men²om priereze,
ak nie je uvedené inak.

Sú£inite© ζ vo v²eobecnosti závisí od geometrie prvku, od Reynoldsovho £ísla a od drsnosti.
Pri ve©kých Re, pri ktorých prúdenie v technike prevaºne prebieha, je od Re takmer nezávislý.
Strata je potom úmerná v2, a teda Q2. Pri malých Re (laminárne prúdenie, viskózne nemrznúce
zmesi) sa ζ zvä£²uje [50]. Uvádzané hodnoty treba bra´ ako orienta£né. Sú£initele dvoch zdanlivo
rovnakých ventilov od rôznych výrobcov sa môºu lí²i´ aj dvojnásobne [1].

Poznámka

Sú£initele sa merajú pre prvok, pred ktorým aj za ktorým je dlhé rovné potrubie. Ak sú
dva prvky tesne za sebou (dve kolená, koleno a ventil), ovplyv¬ujú sa a ich spolo£ná strata
sa môºe od sú£tu jednotlivých strát lí²i´. Dve kolená v rôznych rovinách napríklad vyvolajú
silné vírenie prúdu, ktoré doznieva na d¨ºke mnohých priemerov. Pre beºné výpo£ty sa
straty napriek tomu s£ítavajú [50].

11.3 Náhle roz²írenie

Náhle roz²írenie je jediný prípad, v ktorom moºno miestnu stratu odvodi´ teoreticky (obr. 11.2).
Zvolíme kontrolný objem od roviny roz²írenia po prierez 2, kde sa uº prúd roz²íril na celý prierez.
V rovine roz²írenia je tlak v prúde aj vo vírovej oblasti pri stene pribliºne rovnaký, p1. Tlak p1
teda pôsobí na celú plochu A2. Trenie o stenu na krátkom úseku zanedbáme. Bilancia hybnosti
v smere prúdenia (rov. (7.5)) dáva

(p1 − p2)A2 = ρQ (v2 − v1) =⇒ p2 − p1 = ρ v2 (v1 − v2). (11.2)

Energetická rovnica medzi prierezmi 1 a 2 (pre α = 1) je

p1
ρg

+
v21
2g

=
p2
ρg

+
v22
2g

+ hm.

Po dosadení (11.2) dostaneme Bordovu�Carnotovu stratu:

hm =
(v1 − v2)

2

2g
=⇒ ζ1 =

(
1− A1

A2

)2

, (11.3)

kde ζ1 sa vz´ahuje k rýchlosti v1 v men²om priereze. Pri náhlom roz²írení sa stratí kinetická
energia zodpovedajúca rozdielu rýchlostí. Vz´ah dobre súhlasí s meraniami [1].

kontrolný objem

v1, A1

v2, A2

1 2

tlak p1 pôsobí
aj na medzikruºie

Obr. 11.2. Náhle roz²írenie a kontrolný objem na odvodenie Bordovej�Carnotovej straty.

Pre A2 → ∞, teda pri výtoku z potrubia do ve©kej nádrºe, je ζ1 = 1. Stratí sa celá kinetická
energia prúdu (odd. 11.5).
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Príklad 11.1 � Náhle roz²írenie potrubia

Potrubie sa náhle roz²iruje z priemeru 50mm na 100mm. Rýchlos´ vody v men²om potrubí
je 2m/s. Ur£te stratu a zmenu tlaku. Porovnajte ju s ideálnym prípadom bez strát.
Rie²enie. Z rovnice kontinuity v2 = v1(D1/D2)

2 = 0,5m/s. Strata:

hm =
(2− 0,5)2

2 · 9,81
= 0,115m, ζ1 = (1− 0,25)2 = 0,562 5.

Tlak za roz²írením vzrastie o

p2 − p1 = ρ v2 (v1 − v2) = 1000 · 0,5 · 1,5 = 750Pa.

Bez strát by pod©a Bernoulliho rovnice vzrástol o ρ(v21 − v22)/2 = 1 875Pa. Pri náhlom
roz²írení sa teda na tlak premení len 40% dostupnej kinetickej energie. ■

Postupné roz²írenie (difúzor)

Stratu pri roz²írení výrazne zmen²íme kuºe©ovým prechodom, ktorý sa nazýva difúzor. Pri
malom uhle roz²írenia θ sa prúd od steny neodtrhne a rýchlos´ sa postupne premení na tlak.
Sú£inite© vz´ahovaný k rýchlosti v men²om priereze je pribliºne 0,02 pri celkovom uhle 20◦, 0,04
pri 45◦ a 0,07 pri 60◦ [1]. Pri vä£²ích uhloch sa prúd odtrháva a strata sa blíºi k strate náhleho
roz²írenia. Difúzory sú dôleºité v²ade, kde treba spätne získa´ kinetickú energiu. Príkladom je
savka vodnej turbíny, ktorá premie¬a kinetickú energiu vody vystupujúcej z obeºného kolesa
na tlak (kap. 14), alebo výstup z ventilátora.

11.4 Náhle zúºenie

Pri náhlom zúºení (obr. 11.3) sa prúd nedokáºe prispôsobi´ ostrej hrane. Za hranou sa zúºi na
prierez Ac = CcA2, ktorý sa nazýva zúºený prierez (lat. vena contracta). Sú£inite© Cc je sú£inite©
kontrakcie. Zrýchlenie prúdu do zúºeného prierezu je takmer bezstratové. Strata vzniká aº pri
následnom roz²írení zo zúºeného prierezu na celý prierez A2. Pod©a (11.3) je

hm =
(vc − v2)

2

2g
=

(
1

Cc
− 1

)2 v22
2g

, ζ2 =

(
1

Cc
− 1

)2

. (11.4)

Pre ostrú hranu pri ve©kom pomere prierezov je Cc ≈ 0,62 a ζ2 ≈ 0,38. Merané hodnoty sú o
nie£o vä£²ie, pretoºe zah¯¬ajú aj trenie a nerovnomernos´ prúdu. Pre technické výpo£ty moºno
pouºi´ pribliºný vz´ah

ζ2 ≈ 0,5

(
1− A2

A1

)
, (11.5)

ktorý vystihuje priebeh meraných hodnôt v [1, tab. 8-4]. Sú£inite© sa vz´ahuje k rýchlosti v2 v
uº²om potrubí.

Postupné zúºenie (konfúzor) je málo stratové. Pri celkovom uhle 20◦ je ζ2 ≈ 0,30 pre d/D = 0,2
a 0,10 pre d/D = 0,8 [1]. Zaoblením hrany sa strata zúºenia e²te zmen²í.

11.5 Vstup a výstup z potrubia

Vstup do potrubia z nádrºe je zúºenie s pomerom A2/A1 → 0. Strata ve©mi citlivo závisí od
tvaru hrany (obr. 11.4). Pri ostrej hrane sa stratí polovica rýchlostnej vý²ky (ζ = 0,5). Pri rúre
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zúºený prierez Ac = CcA2

v1

v2

Obr. 11.3. Náhle zúºenie: prúd sa za hranou zúºi na prierez Ac a potom sa znova roz²íri. Strata vzniká
pri tomto roz²írení.

vy£nievajúcej do nádrºe musí £as´ tekutiny obteka´ hranu o 180◦ a ζ vzrastie asi na 0,8. Uº
mierne zaoblenie hrany stratu výrazne zmen²í a dobre zaoblený vstup (r/D ≥ 0,2) má ζ ≈ 0,03
[1].

ostrá hrana
ζ = 0,5

vy£nievajúca rúra
ζ = 0,8

mierne zaoblený
(r/D = 0,1)
ζ = 0,12

dobre zaoblený
(r/D ≥ 0,2)
ζ = 0,03

Obr. 11.4. Sú£initele strát rôznych tvarov vstupu z nádrºe do potrubia [1].

Výstup z potrubia do nádrºe je roz²írenie s A2 → ∞. Prúd sa v nádrºi zmie²a s okolitou
tekutinou a jeho kinetická energia sa úplne premení na teplo. Sú£inite© výstupu je preto

ζv = α, (11.6)

teda asi 1 pri turbulentnom a 2 pri laminárnom prúdení (Coriolisov sú£inite©, odd. 4.10). Tvar
výstupu na strate ni£ nezmení [1]. Strata sa dá zmen²i´ len zmen²ením výstupnej rýchlosti,
napríklad difúzorom.

Pozor � £astá chyba

Pri vo©be bodov energetickej rovnice treba dáva´ pozor, aby sa výstupná strata nezapo£ítala
dvakrát. Ak zvolíme bod 2 na hladine nádrºe (v2 = 0), treba do strát zahrnú´ výstup so
ζ = 1. Ak zvolíme bod 2 vo výstupnom priereze potrubia, kinetická energia v22/2g vystupuje
v rovnici priamo a výstupná strata sa nepo£íta.

Aplikácia v OZE: vtokový objekt malej vodnej elektrárne

Na vtoku do privádza£a MVE je £eslicová stena, ktorá zachytáva plávajúce predmety. Pre
£istú £eslicovú stenu z prútov s hrúbkou s a svetlou vzdialenos´ou b, sklonenú pod uhlom
α od vodorovnej roviny, sa £asto pouºíva Kirschmerov vz´ah [19]

hc = β
(s
b

)4/3
sinα

v20
2g

, (11.7)

kde v0 je rýchlos´ vody pred £eslami a β je tvarový sú£inite© prútov, napríklad 2,42 pre
obd¨ºnikové a 1,79 pre prúty s kruhovým prierezom. Pri £istých £esliach je strata malá,
zanesené £esle ju v²ak môºu zvä£²i´ mnohonásobne. Preto sa £esle pravidelne £istia, £asto
automatickým £istiacim strojom. Stratu na £esliach treba sledova´ meraním rozdielu hladín
pred £eslami a za nimi. Za £eslami nasleduje vtok do privádza£a, ktorý sa kvôli malej strate
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tvaruje ako dobre zaoblený konfúzor.

11.6 Kolená

V kolene sa mení smer prúdenia. Na tekutinu v ¬om pôsobí odstredivá sila. Tlak je preto
pri vonkaj²ej stene vä£²í ako pri vnútornej. Pri vnútornej stene za ohybom prúd spoma©uje a
môºe sa odtrhnú´. Rýchla tekutina z jadra prúdu sa tla£í k vonkaj²ej stene, pomalá tekutina
pri stenách sa vracia k vnútornej strane. Vzniká sekundárne prúdenie v podobe dvojice vírov
v priereze (obr. 11.5), ktoré doznieva ¤aleko za kolenom. Odtrhnutie aj sekundárne prúdenie
spôsobujú stratu [1, 50].

odtrhnutie na
vnútornej strane

R

prierez: dvojica
sekundárnych vírov

vonkaj²ia strana

vnútorná strana

Obr. 11.5. Prúdenie v kolene: odtrhnutie na vnútornej strane a dvojica sekundárnych vírov v priereze.

Strata kolena závisí od pomeru polomeru ohybu a priemeru R/D, od uhla ohybu a od
vyhotovenia. Ohýbané kolená s ve©kým polomerom a hladké lisované a prírubové kolená majú
malú stratu. Závitové tvarovky s ostrou vnútornou hranou a segmentové kolená zvárané z
rezaných rúr (tzv. kolená na pokos) majú stratu vä£²iu. Orienta£né hodnoty uvádza tab. 11.1.
Sú£initele nezah¯¬ajú trenie po d¨ºke oblúka, ktoré sa po£íta ako pre rovné potrubie s d¨ºkou
osi kolena. Ak sa priestor na plynulý ohyb nenájde, zmen²ia stratu ostrého kolena usmer¬ovacie
lopatky. Sú£inite© pravouhlého kolena na pokos klesne z 1,1 na 0,2 [1].

11.7 T-kusy a odbo£ky

T-kusy rozde©ujú prúd do dvoch vetiev alebo ich spájajú (obr. 11.6). Strata závisí od smeru
prúdenia, od pomeru prietokov vo vetvách a od pomeru prierezov. Rozli²ujeme stratu pri
prechode rovným smerom (priechod) a pri prechode do odbo£ky alebo z nej. Orienta£ne je
ζ ≈ 0,2 (prírubový) aº 0,9 (závitový) pre priechod a 1,0 aº 2,0 pre odbo£ku [1].

Pri presnej²ích výpo£toch, napríklad rozde©ova£ov a zbera£ov kolektorových polí alebo
rozde©ova£ov podlahového vykurovania, treba pouºi´ sú£initele v závislosti od pomeru prietokov
Qo/Q [50]. Pri spájaní prúdov môºe by´ sú£inite© pre jednu vetvu aj záporný. Rýchlej²í prúd
totiº strháva pomal²í a odovzdáva mu £as´ svojej energie. Energia v sú£te oboch vetiev v²ak
vºdy klesá.
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(a) rozde©ovanie prúdu (b) spájanie prúdov

Q Qp

Qo

Qp

Qo

Q

Obr. 11.6. Prúdenie v T-kuse: (a) rozde©ovanie a (b) spájanie prúdov. Qp je prietok priechodom, Qo

prietok odbo£kou.

11.8 Ventily a armatúry

Armatúry slúºia na uzatváranie (uzatváracie ventily, gu©ové kohúty, ²upátka, klapky), na
reguláciu prietoku (regula£né a vyvaºovacie ventily, termostatické ventily), na ochranu (spätné
klapky, poistné ventily) a na úpravu média (�ltre, odlu£ova£e ne£istôt a vzduchu). Pri plne
otvorených uzatváracích armatúrach chceme £o najmen²iu stratu. Regula£né armatúry naopak
prietok riadia práve zmenou straty (kap. 12).

Tabu©ka 11.1. Orienta£né sú£initele miestnych odporov pre turbulentné prúdenie [1, tab. 8-4]. Pre
konkrétne výrobky treba pouºi´ údaje výrobcu.

prvok ζ

vstup z nádrºe: ostrá hrana / vy£nievajúca rúra / dobre zaoblený 0,5 / 0,8 / 0,03
výstup do nádrºe (turbulentné / laminárne prúdenie) 1 / 2
koleno 90◦ hladké: prírubové / závitové 0,3 / 0,9
koleno 90◦ na pokos: bez lopatiek / s lopatkami 1,1 / 0,2
koleno 45◦ závitové 0,4
oblúk 180◦: prírubový / závitový 0,2 / 1,5
T-kus, priechod: prírubový / závitový 0,2 / 0,9
T-kus, odbo£ka: prírubový / závitový 1,0 / 2,0
závitové spojenie (²róbenie) 0,08
gu©ový ventil, otvorený 0,05
²upátko: otvorené / 1

4 / 1
2 / 3

4 zatvorené 0,2 / 0,3 / 2,1 / 17
priamy (sedlový) ventil, otvorený 10
rohový ventil, otvorený 5
spätná klapka 2

Z tabu©ky vidíme ve©ké rozdiely. Plne otvorený gu©ový ventil má zanedbate©nú stratu, sedlový
ventil rovnakej svetlosti stratí desa´ rýchlostných vý²ok. Pri £iasto£nom zatvorení strata
v²etkých armatúr prudko rastie. �upátko zatvorené na tri ²tvrtiny má ζ = 17.

Prietokový sú£inite© Kv

V európskej praxi sa hydraulické vlastnosti armatúr neudávajú sú£inite©om ζ, ale prietokovým
sú£inite©om Kv [m3/h]. Je to prietok vody (s hustotou 1 000 kg/m3), ktorý armatúrou prete£ie
pri tlakovej strate 1 bar. Pretoºe strata je úmerná Q2, platí

∆p =

(
Q

Kv

)2

[∆p] = bar, [Q] = [Kv] = m3/h. (11.8)
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Pre inú hustotu sa pravá strana násobí pomerom ρ/1 000 kg/m3. Hodnota pri plnom otvorení
ventilu sa ozna£uje Kvs. Porovnaním (11.8) s (11.1) dostaneme prepo£et

ζ = 1,6 · 10−3 D4

K2
v

[D] = mm, [Kv] = m3/h, (11.9)

kde D je vnútorný priemer pripojovacieho potrubia. V americkej literatúre sa pouºíva obdobný
sú£inite© Cv v amerických jednotkách, Kv ≈ 0,865Cv.

Príklad 11.2 � Zónový ventil s danou hodnotou Kvs

Zónový ventil s Kvs = 2,5m3/h je osadený v potrubí DN20 (D = 21,7mm). Preteká ním
0,9m3/h vody. Ur£te tlakovú stratu a sú£inite© ζ.
Rie²enie. Pod©a (11.8) je ∆p = (0,9/2,5)2 = 0,130 bar = 13,0 kPa. Sú£inite© pod©a (11.9):

ζ = 1,6 · 10−3 · 21,7
4

2,52
= 56,8.

Ventil stratí takmer 57 rýchlostných vý²ok. Kontrola: v = 0,676m/s, ζ ρv2/2 = 56,8 · 1000 ·
0,6762/2 = 13,0 kPa. Na zónovom ventile sa teda stratí viac ako na 20m potrubia DN20
(pr. 10.5). ■

11.9 Metóda ekvivalentnej d¨ºky

Miestnu stratu moºno nahradi´ stratou trením v rovnom potrubí takej d¨ºky, ktorá má rovnakú
stratu. Z rovnosti ζ v2/2g = λ (Le/D) v2/2g vyplýva ekvivalentná d¨ºka

Le =
ζ D

λ
. (11.10)

Celkovú stratu potom vypo£ítame ako stratu trením v potrubí s d¨ºkou L +
∑

Le. Metóda je
názorná a v projek£nej praxi sa £asto pouºíva, napríklad v tvare �kaºdé koleno zodpovedá 1m
potrubia�. Treba v²ak ma´ na pamäti, ºe Le závisí od λ, a teda od Re a drsnosti. Tabu©kové
ekvivalentné d¨ºky platia len pre podmienky, pre ktoré boli ur£ené. Metóda sú£inite©ov ζ je
v²eobecnej²ia [1]. Pau²álne zvý²enie d¨ºky potrubia o ur£ité percento na miestne odpory, aké
sme pouºili v pr. 10.6, je vhodné len pre predbeºný návrh dlhých potrubí s malým po£tom
tvaroviek.

Príklad 11.3 � Ekvivalentná d¨ºka kolena

Potrubím DN25 (D = 27,3mm, k = 0,045mm) preteká 1,2m3/h vody s teplotou 70 ◦C.
Ur£te ekvivalentnú d¨ºku závitového kolena so ζ = 0,9.
Rie²enie. v = 0,569m/s, Re = 0,569 · 0,0273/0,413 · 10−6 = 37 600, z Colebrookovej
rovnice λ = 0,026 6.

Le =
0,9 · 0,0273

0,0266
= 0,93m.

Jedno koleno zodpovedá asi 1m potrubia, teda pribliºne 34D. ■
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11.10 Sú£et miestnych a d¨ºkových strát

Celkovú stratu medzi dvoma bodmi systému dostaneme sú£tom strát trením vo v²etkých
úsekoch a v²etkých miestnych strát (rov. (10.15)):

hz =
∑
i

λi
Li

Di

v2i
2g

+
∑
j

ζj
v2j
2g

+
∑
k

∆pk
ρg

, (11.11)

kde posledný £len zah¯¬a prvky zadané priamo tlakovou stratou (výmenníky, kotly, kolektory,
prvky s údajom Kv). Pre potrubie stáleho priemeru sa prvé dva £leny zlú£ia:

hz =

(
λ
L

D
+
∑

ζ

)
v2

2g
. (11.12)

Toto je vz´ah (6.13) z kap. 6, ktorý teraz vieme vy£ísli´.

Príklad 11.4 � Okruh kotol � akumula£ná nádrº

Vy£íslite tlakovú stratu okruhu z úvodnej otázky. Potrubie je oce©ové DN25 (D = 27,3mm)
s d¨ºkou 12m, voda má 70 ◦C (ρ = 977,5 kg/m3), prietok je 1,2m3/h. Okruh obsahuje
14 závitových kolien (ζ = 0,9), 4 gu©ové ventily (0,05), spätnú klapku (2), dva T-kusy v
priechode (0,9), vstup do nádrºe a výstup z nej (0,5+1). Filter máKv = 10m3/h, zmie²avací
ventil Kvs = 6,3m3/h. Kotol má pod©a výrobcu stratu 5 kPa pri 1,5m3/h.
Rie²enie. Z pr. 11.3: v = 0,569m/s, λ = 0,026 6, dynamický tlak ρv2/2 = 158,5Pa. Trenie:
λL/D = 0,0266 · 12/0,0273 = 11,7, teda 1,85 kPa. Miestne odpory v potrubí:∑

ζ = 14 · 0,9 + 4 · 0,05 + 2 + 2 · 0,9 + 1,5 = 18,1 ⇒ ∆p = 18,1 · 158,5 = 2,87 kPa.

Prvky s údajmi výrobcov:

�lter: ∆p = (1,2/10)2 = 0,014 4 bar = 1,44 kPa,

zmie²avací ventil: ∆p = (1,2/6,3)2 = 0,036 3 bar = 3,63 kPa,

kotol: ∆p = 5 · (1,2/1,5)2 = 3,20 kPa.

Celková strata je 13,0 kPa, teda hz = 1,35m. Trenie v potrubí tvorí len 14% celkovej straty
(obr. 11.7). Pripo£ítanie 20% na miestne odpory by dalo 2,2 kPa, teda ²es´krát menej, neº
je skuto£nos´. Tým je zodpovedaná úvodná otázka. ■

11.11 Praktické údaje výrobcov

Pre zariadenia so zloºitou vnútornou geometriou (kotly, výmenníky tepla, kolektory, mera£e
tepla, �ltre, tepelné £erpadlá) výrobcovia udávajú tlakovú stratu:

� hodnotou Kv alebo Kvs (armatúry, �ltre),

� jedným bodom � stratou pri menovitom prietoku (kotly, výmenníky, tepelné £erpadlá),

� diagramom ∆p�Q (kolektory, mera£e, výmenníky), £asto v logaritmickej mierke, kde je
kvadratická závislos´ priamkou so sklonom 2.

Ak je strata daná jedným bodom (Q0,∆p0), pre iný prietok pri turbulentnom prúdení platí

∆p = ∆p0

(
Q

Q0

)2

. (11.13)
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zmie²avací ventil

0,24

0,32

0,32

1,44

1,85

2

3,2

3,63

tlaková strata [kPa]

Obr. 11.7. Podiel jednotlivých prvkov na tlakovej strate okruhu kotol � akumula£ná nádrº z pr. 11.4.

Pri laminárnom alebo prechodovom prúdení v úzkych kanáloch (doskové výmenníky pri malom
prietoku, absorbéry kolektorov) je exponent men²í, bliº²í k 1. Výrobcovia preto niekedy udávajú
celú krivku alebo vz´ah ∆p = aQ+ bQ2.

Pozor � £astá chyba

Údaje výrobcov platia spravidla pre vodu s teplotou okolo 20 ◦C. Pri nemrznúcich zmesiach
s vä£²ou viskozitou je strata vä£²ia, najmä v prvkoch s úzkymi kanálmi. Niektorí výrobcovia
udávajú korek£né sú£initele pre zmesi glykolu. Ak nie sú k dispozícii, treba stratu odhadnú´
na strane bezpe£nosti. Pri kvadratickej závislosti sa aspo¬ prepo£íta pomerom hustôt.

11.12 Kedy miestne odpory nemoºno zanedba´

Rýchle posúdenie umoº¬uje porovnanie sú£tu sú£inite©ov
∑

ζ s �sú£inite©om trenia� celého
potrubia λL/D (rov. (11.12)). Pri λ ≈ 0,02 aº 0,03 zodpovedá λL/D = 1 d¨ºke potrubia 30 aº
50 priemerov. Miestne odpory nemoºno zanedba´:

� v krátkych potrubiach s mnohými tvarovkami a armatúrami (kotolne, strojovne,
£erpadlové skupiny, rozde©ova£e), kde

∑
ζ býva porovnate©né s λL/D alebo vä£²ie

(pr. 11.4),

� pri £iasto£ne zatvorených a regula£ných armatúrach, ktoré majú ζ desiatky aº stovky,

� pri zariadeniach s vlastnou tlakovou stratou (výmenníky, kolektory, kotly, mera£e),

� pri výtoku do atmosféry alebo do nádrºe, kde môºe by´ výstupná strata významnou £as´ou
spádu, napríklad pri krátkych násoskách a výpustiach,

� pri laminárnom prúdení viskóznych kvapalín, kde sú sú£initele vä£²ie ako tabu©kové.

Naopak v dlhých potrubiach s malým po£tom tvaroviek, ako sú privádza£e MVE, dia©kové
vodovody a hlavné vetvy tepelných sietí, tvoria miestne straty zvy£ajne len 5% aº 20% celkovej
straty.
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Príklad 11.5 � Miestne straty v privádza£i MVE

Privádza£ z pr. 10.4 (D = 0,6m, L = 300m, Q = 0,5m3/s, strata trením 1,16m) má
na vtoku £esle z obd¨ºnikových prútov (s = 12mm, b = 40mm, sklon 60◦) s nátokovou
rýchlos´ou 0,8m/s. �alej má vtok s ostrou hranou, dve kolená so ζ = 0,3 a klapku pred
turbínou so ζ = 0,3. Ur£te miestne straty a ich podiel na celkovej strate.
Rie²enie. Rýchlostná vý²ka v potrubí je v2/2g = 1,7682/19,62 = 0,159m. �esle pod©a
(11.7):

hc = 2,42 · (12/40)4/3 · sin 60◦ · 0,82

19,62
= 2,42 · 0,201 · 0,866 · 0,0326 = 0,014m.

Ostatné miestne straty: (0,5+2 ·0,3+0,3) ·0,159 = 0,223m. Spolu sú miestne straty 0,24m,
teda 17% celkovej straty 1,40m. Zaoblením vtoku (ζ = 0,03) by sa strata zmen²ila o 0,075m.
Pri prietoku 0,5m3/s to zodpovedá asi 0,3 kW výkonu. Výstupná kinetická energia z turbíny
sa tu nezapo£ítava, pretoºe patrí k ú£innosti turbíny a savky (kap. 14). ■

Zhrnutie kapitoly

� Miestne straty vznikajú odtrhnutím prúdu, vírmi a sekundárnym prúdením za tvarovkami
a armatúrami. Disipácia prebieha na d¨ºke mnohých priemerov za prekáºkou.

� Vyjadrujú sa sú£inite©om ζ ako násobok rýchlostnej vý²ky, hm = ζ v2/2g. Pri zmenách
prierezu treba uvies´ referen£nú rýchlos´.

� Pri náhlom roz²írení sa stratí kinetická energia rozdielu rýchlostí (Bordova�Carnotova
strata), ζ1 = (1−A1/A2)

2. Pri výtoku do nádrºe sa stratí celá kinetická energia, ζ = α.

� Strata pri zúºení vzniká aº pri roz²írení zo zúºeného prierezu. Vstup s ostrou hranou má
ζ = 0,5, zaoblený len asi 0,03.

� Sú£initele kolien, T-kusov a armatúr sú empirické a pre konkrétne výrobky sa berú
z údajov výrobcov. Európski výrobcovia armatúr udávajú hodnotu Kv, pri£om ∆p =
(Q/Kv)

2.

� Miestnu stratu moºno vyjadri´ aj ekvivalentnou d¨ºkou Le = ζD/λ.

� V kompaktných systémoch (kotolne, £erpadlové skupiny) miestne straty £asto prevládajú
nad trením. V dlhých potrubiach tvoria len nieko©ko aº desiatky percent celkovej straty.

Kontrolné otázky

1. Aký je fyzikálny mechanizmus miestnej straty? Pre£o je strata pri roz²írení vä£²ia ako pri
zúºení?

2. Ako sa miestna strata ur£í z nameraného priebehu tlaku pozd¨º potrubia?

3. Pre£o treba pri sú£initeli ζ uvádza´ referen£nú rýchlos´?

4. Odvo¤te Bordovu�Carnotovu stratu. Ktoré predpoklady sa pri odvodení pouºijú?

5. �o je zúºený prierez (vena contracta) a ako súvisí so stratou pri náhlom zúºení a na
vstupe do potrubia?

6. Pre£o tvar výstupu z potrubia do nádrºe nemá vplyv na stratu?
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7. Pre£o je sú£inite© výstupu pri laminárnom prúdení rovný 2?

8. �o spôsobuje stratu v kolene? Ako ju moºno zmen²i´?

9. Ako je de�novaná hodnota Kv? Ako sa prepo£íta na ζ?

10. Aké sú výhody a nevýhody metódy ekvivalentnej d¨ºky?

11. Kedy nemoºno miestne straty zanedba´? Uve¤te príklady zo zariadení OZE.

12. Pre£o treba £esle vtokového objektu MVE pravidelne £isti´?

Úlohy na precvi£enie

1. Potrubie sa náhle roz²iruje z DN25 (D = 27,3mm) na DN50 (D = 53,1mm). Prietok
vody je 1L/s. Ur£te stratu, sú£initele ζ1 a ζ2 a nárast tlaku. [0,081m; 0,541; 7,75;
0,57 kPa]

2. Voda vyteká z potrubia s priemerom 100mm rýchlos´ou 1,5m/s pod hladinu nádrºe. Aká
je strata pri výtoku? O ko©ko by sa zmen²ila difúzorom, ktorý zvä£²í výstupný priemer
na 150mm so sú£inite©om difúzora 0,05 (vzh©adom na vstupnú rýchlos´)? [0,115m; o
0,086m]

3. Ur£te stratu náhleho zúºenia z DN50 (D = 53,1mm) na DN25 (D = 27,3mm) pri
prietoku 1L/s pod©a (11.5). [ζ2 = 0,37; 0,054m]

4. Ventil s Kvs = 4m3/h je v potrubí DN25 (D = 27,3mm). Ur£te stratu pri prietoku
1,5m3/h a sú£inite© ζ. [14,1 kPa; 55,5]

5. Aký musí by´ Kvs vyvaºovacieho ventilu, ktorý má pri prietoku 0,6m3/h ubra´ 8 kPa?
[2,12m3/h]

6. Doskový výmenník má pod©a výrobcu stratu 18 kPa pri 2m3/h. Aká bude strata pri
1,4m3/h za predpokladu kvadratickej závislosti? Ur£te jeho Kv. [8,8 kPa; 4,71m3/h]

7. Ur£te ekvivalentnú d¨ºku spätnej klapky (ζ = 2) v potrubí DN50 (D = 53,1mm) pri
λ = 0,022. [4,8m]

8. Voda vyteká z nádrºe vodorovným potrubím s priemerom 50mm a d¨ºkou 20m do
atmosféry. Hladina je 4m nad osou výtoku, λ = 0,025. Porovnajte prietok pri vstupe s
ostrou hranou a so zaobleným vstupom (ζ = 0,03). [5,13L/s; 5,24L/s]

9. Solárna £erpadlová skupina má gu©ové ventily, spätný ventil (ζ = 4), prietokomer s
Kv = 1,5m3/h a výmenník so stratou 10 kPa pri 0,6m3/h. Ur£te stratu prietokomeru
a výmenníka pri 0,4m3/h vody. [7,1 kPa; 4,4 kPa]

10. Ur£te stratu £istých £eslí z prútov s kruhovým prierezom (β = 1,79), s = 10mm, b =
30mm, sklon 70◦, pri nátokovej rýchlosti 1m/s. Ko©kokrát sa strata zvä£²í, ak zanesenie
zmen²í svetlú vzdialenos´ na polovicu a nátoková rýchlos´ sa nezmení? [0,020m; 2,5×]

11. V potrubí DN20 s d¨ºkou 8m (λ = 0,03) je 10 kolien (ζ = 0,9) a 2 gu©ové ventily. Aký
podiel celkovej straty tvoria miestne odpory? [45%]

12. Porovnajte sú£inite© ζ plne otvoreného sedlového ventilu (ζ = 10) a gu©ového ventilu
(0,05) v potrubí DN32 (D = 36mm) pri rýchlosti 1m/s. Aký je rozdiel tlakových strát?
Ko©ko metrov potrubia (λ = 0,025) zodpovedá sedlovému ventilu? [4,98 kPa; 14,4m]



Kapitola 12

Potrubné siete

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent ur£í výslednú charakteristiku potrubí zapojených do série
a paralelne a rozdelenie prietoku medzi paralelné vetvy. Zostaví uzlové a slu£kové rovnice
potrubnej siete a vyrie²i jednoduchú sie´ itera£ne, aj Hardyho�Crossovou metódou. Vysvetlí
tlakové pomery v uzavretom okruhu a význam polohy expanznej nádoby, ur£í kritickú vetvu
rozvetvenej siete a navrhne hydraulické vyvaºovanie. Pozná úlohu regula£ných ventilov a
ich autority a posúdi, ako sa sie´ správa pri zmene prevádzkového stavu.

K©ú£ové pojmy

sériové a paralelné zapojenie, hydraulický odpor, uzlová a slu£ková rovnica, charakteristika
potrubného systému, statická vý²ka, neutrálny bod, expanzná nádoba, rozvetvená
a okruhová sie´, kritická vetva, Hardyho�Crossova metóda, hydraulické vyvaºovanie,
vyvaºovací ventil, regula£ný ventil, autorita ventilu, tlakový diagram siete

Skuto£né potrubné systémy zriedka tvorí jediné potrubie. Solárne kolektorové pole má desiatky
paralelne zapojených kolektorov, vykurovací systém desiatky vykurovacích telies, pole zemných
vrtov tepelného £erpadla nieko©ko aº stovky vrtov. Tepelná sie´ spája zdroj so stovkami
odberate©ov. V takých sie´ach nesta£í pozna´ celkovú tlakovú stratu. Treba vedie´, ako sa
prietok rozdelí medzi vetvy, a zabezpe£i´, aby kaºdý spotrebi£ dostal potrebné mnoºstvo
teplonosnej látky.

Kapitola vyuºíva poznatky z kap. 10 a 11. Strata kaºdého úseku siete sa vyjadrí v tvare ∆p =
RQ2 a sie´ sa rie²i pomocou dvoch zákonov, ktoré poznáme z elektrických obvodov. Na rozdiel
od nich je v²ak závislos´ medzi �napätím� (tlakovou stratou) a �prúdom� (prietokom) nelineárna.
Výklad nadväzuje na [1, 5, 29].

Na zamyslenie

V dome s tromi vykurovacími vetvami sú miestnosti na konci najdlh²ej vetvy chladné, kým
v blízkosti kotolne sa prehrieva. Majite© nechal vymeni´ obehové £erpadlo za výkonnej²ie.
Chladné miestnosti sa oteplili len málo, spotreba elektriny vzrástla a termostatické ventily
v blízkych miestnostiach za£ali píska´. �o sa v sieti deje a ako to rie²i´ správne?

Poznámka

Jednoduché siete sa dajú rie²i´ v tabu©kovom procesore alebo v Pythone (odd. 12.13).
Fyzikálny model, teda rovnice pre uzly a vetvy, v²ak musí ²tudent najprv vedie´ zostavi´

169
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ru£ne.

12.1 Potrubia v sérii

Pri turbulentnom prúdení je strata kaºdého úseku potrubia, armatúry alebo zariadenia pribliºne
úmerná druhej mocnine prietoku (rov. (10.16)):

h = RQ2 alebo ∆p = RQ2, (12.1)

kde R je hydraulický odpor. Vo vý²kovom tvare s Q v m3/s má jednotku s2/m5. V tepelnej
technike sa £astej²ie pouºíva tlakový tvar s ∆p v kPa a Q v m3/h. Pre prvok s hodnotou Kv

je R = 100/K2
v (rov. (11.8)). Z (10.16) pre úsek potrubia s d¨ºkou L, priemerom D a sú£tom

miestnych sú£inite©ov
∑

ζ platí

R =
8

π2g D4

(
λ
L

D
+
∑

ζ

)
[s2/m5]. (12.2)

Pri sériovom zapojení (obr. 12.1a) preteká v²etkými prvkami rovnaký prietok a straty sa s£ítajú:

Q = Q1 = Q2 = . . . , h = h1 + h2 + · · · =
(∑

i

Ri

)
Q2. (12.3)

Výsledný odpor je sú£tom odporov, Rs =
∑

Ri. Gra�cky dostaneme charakteristiku sériového
spojenia s£ítaním strát pri rovnakom prietoku, teda �zvislým� s£ítaním kriviek.

Príklad 12.1 � Dve potrubia v sérii

Voda s prietokom 2L/s prúdi potrubím DN50 (D = 53,1mm, L = 100m, λ = 0,022,∑
ζ = 5) a za ním potrubím DN40 (D = 41,9mm, L = 50m, λ = 0,024,

∑
ζ = 3). Ur£te

odpory úsekov a celkovú stratu.
Rie²enie. Pod©a (12.2):

R1 =
8 (0,022 · 100/0,0531 + 5)

π2 · 9,81 · 0,05314
= 4,83 · 105 s2/m5, R2 = 8,48 · 105 s2/m5.

Celková strata: h = (R1+R2)Q
2 = 1,331 ·106 ·0,0022 = 5,32m. Krat²ie potrubie s men²ím

priemerom má takmer dvojnásobný odpor. ■

12.2 Paralelné potrubia

Pri paralelnom zapojení (obr. 12.1b) majú v²etky vetvy spolo£ný za£iatok aj koniec. Rozdiel
energetických vý²ok medzi uzlami je jeden, takºe strata je vo v²etkých vetvách rovnaká. Prietoky
sa s£ítajú:

h = h1 = h2 = . . . , Q = Q1 +Q2 + · · · =
√
h
∑
i

1√
Ri

. (12.4)

Výsledný odpor Rp paralelného spojenia je daný vz´ahom

1√
Rp

=
∑
i

1√
Ri

, (12.5)
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Obr. 12.1. Charakteristiky potrubí zapojených (a) do série, (b) paralelne.

a prietok sa medzi vetvy rozdelí v pomere

Qi

Q
=

1/
√
Ri∑

j 1/
√
Rj

. (12.6)

Vetva s men²ím odporom dostane vä£²í prietok. Pomer prietokov v²ak závisí len od odmocniny
pomeru odporov. Ak má jedna vetva ²tvornásobný odpor, dostane polovi£ný prietok. Dve
rovnaké paralelné vetvy majú odpor R/4, teda pri rovnakom celkovom prietoku ²tvrtinovú
stratu.

Príklad 12.2 � Dve paralelné vetvy kolektorového po©a

Dva rady kolektorov sú zapojené paralelne. Odpor bliº²ieho radu vrátane prípojok je RA =
2,0 kPa/(m3/h)2, vzdialenej²ieho RB = 4,5 kPa/(m3/h)2. Celkový prietok je 2m3/h. Ur£te
stratu a prietoky v radoch.
Rie²enie. Pod©a (12.5): 1/

√
Rp = 1/

√
2 + 1/

√
4,5 = 0,7071 + 0,4714 = 1,1785, teda

Rp = 0,720. Strata je ∆p = 0,720 · 22 = 2,88 kPa. Prietoky:

QA =
√
2,88/2,0 = 1,2m3/h, QB =

√
2,88/4,5 = 0,8m3/h.

Vzdialenej²í rad dostane o tretinu menej ako bliº²í. Jeho kolektory budú ma´ vy²²iu teplotu
a men²iu ú£innos´. Nápravou je Tichelmannovo zapojenie (obr. 5.4), pri ktorom majú oba
rady rovnakú d¨ºku prípojok, alebo vyvaºovací ventil v bliº²om rade (odd. 12.9). ■

12.3 Uzlová bilancia prietoku

V²eobecná potrubná sie´ sa skladá z uzlov (miest spojenia, odberov a prítokov) a vetiev (úsekov
medzi uzlami). Sie´ bez uzavretých slu£iek je rozvetvená (lú£ová). Sie´ so slu£kami je okruhová
(zokruhovaná). Rie²enie siete znamená ur£i´ prietoky vo v²etkých vetvách a tlaky vo v²etkých
uzloch. Na to slúºia dve skupiny rovníc:

1. Uzlové rovnice (bilancia hmotnosti v uzle, odd. 5.7). Sú£et prietokov do uzla a z neho,
vrátane odberov, je nulový: ∑

vetvy v uzle

Qi +Qext = 0. (12.7)
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2. Slu£kové rovnice (bilancia energie). Pri obehu po ©ubovo©nej uzavretej slu£ke sa vrátime
do toho istého bodu, sú£et strát so znamienkom pod©a smeru prúdenia je preto nulový.
Ak slu£ka obsahuje £erpadlo, pripo£íta sa jeho dopravná vý²ka:∑

slu£ka

±RiQi |Qi| =
∑

H£. (12.8)

Zápis Q|Q| zabezpe£í správne znamienko straty pri prúdení proti zvolenému kladnému smeru.
Rovnice sú analógiou Kirchho�ových zákonov (tab. 12.1).

Tabu©ka 12.1. Analógia potrubnej siete a elektrického obvodu.

potrubná sie´ elektrický obvod

prietok Q prúd I
tlaková strata ∆p, vý²ka h napätie U
£erpadlo zdroj napätia
hydraulický odpor, ∆p = RQ2 (nelineárny) odpor, U = RI (lineárny)
sériové spojenie: Rs =

∑
Ri Rs =

∑
Ri

paralelné spojenie: 1/
√

Rp =
∑

1/
√
Ri 1/Rp =

∑
1/Ri

uzlová rovnica 1. Kirchho�ov zákon
slu£ková rovnica 2. Kirchho�ov zákon

Sie´ s n uzlami am vetvami má n−1 nezávislých uzlových rovníc (posledná vyplýva z ostatných)
a m− n+ 1 nezávislých slu£iek. Spolu je to m rovníc pre m neznámych prietokov. Rozvetvená
sie´ nemá slu£ky (m = n− 1). Prietoky v nej ur£ia samotné uzlové rovnice postupne od koncov
siete k zdroju.

12.4 Tlakové pomery v sieti

Uzlové a slu£kové rovnice ur£ia prietoky a rozdiely tlakov. Absolútnu úrove¬ tlaku v²ak neur£ia.
V otvorenom systéme je daná tlakom na hladine nádrºe. V uzavretom okruhu ju ur£uje expanzná
nádoba alebo iné zariadenie na udrºiavanie tlaku. Bod jej pripojenia sa nazýva neutrálny bod N.
Tlak v ¬om zostáva stály bez oh©adu na to, £i £erpadlo beºí. Mení sa len s teplotou a objemom
kvapaliny v okruhu (kap. 3).

Od polohy neutrálneho bodu závisí rozloºenie tlaku v okruhu (obr. 12.2). Ak je expanzná nádoba
pripojená na sacej strane £erpadla, £erpadlo tlak zvy²uje a celý okruh je pri prevádzke v pretlaku
vo£i pN. Ak je pripojená na výtla£nej strane, tlak v celom okruhu za neutrálnym bodom klesá aº
pod pN. Na sacej strane £erpadla je potom najniº²í tlak v okruhu. Môºe vzniknú´ podtlak, cez
odvzdu²¬ovacie ventily a netesnosti sa môºe nasáva´ vzduch a na sacej strane £erpadla hrozí
kavitácia (kap. 13). Preto sa expanzná nádoba pripája spravidla na sacej strane £erpadla, v
solárnych systémoch do spiato£ky pred £erpadlo.

Okrem toho musí tlak v kaºdom mieste siete sp¨¬a´ technické poºiadavky:

� v najvy²²om bode musí by´ pretlak, aby sa nenasával vzduch,

� v horúcovodných a solárnych okruhoch musí by´ tlak vä£²í ako tlak sýtej pary pri najvy²²ej
teplote, aby kvapalina nevrela,

� na sacej strane £erpadla musí by´ dostato£ná rezerva proti kavitácii (NPSH, kap. 13),

� v najniº²om bode nesmie tlak prekro£i´ dovolený tlak potrubia, armatúr a zariadení.
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N � N
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tlak klesá pod pN,
riziko podtlaku a zavzdu²nenia
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ak

p

(b) EN na výtla£nej strane £erpadla

Obr. 12.2. Priebeh tlaku v uzavretom okruhu. N � neutrálny bod (pripojenie expanznej nádoby, EN),
� � £erpadlo. Priebeh vý²ky a statický tlak od polohy nad £erpadlom sú pre názornos´
vynechané.

Tlakové pomery sa znázor¬ujú v tlakovom diagrame siete (odd. 12.12), ktorý je obdobou
piezometrickej £iary (odd. 6.14).

12.5 Charakteristika potrubného systému

Závislos´ dopravnej vý²ky, ktorú systém potrebuje, od prietoku sa nazýva charakteristika
potrubného systému. Pre otvorený systém, napríklad £erpanie vody zo studne do nádrºe, z
roz²írenej energetickej rovnice (6.16) vyplýva

Hsys(Q) = (z2 − z1) +
p2 − p1

ρg︸ ︷︷ ︸
Hst

+RQ2, (12.9)

kde Hst je statická vý²ka (geodetický rozdiel hladín a rozdiel tlakov nad nimi) a R je výsledný
odpor celej trasy. V uzavretom okruhu je Hst = 0 (rov. (6.18)) a charakteristika je parabola s
vrcholom v po£iatku (obr. 12.3).

Charakteristika systému je jeden z dvoch podkladov pre vo©bu £erpadla. Druhým je
charakteristika £erpadla. Ich priese£ník ur£uje pracovný bod, v ktorom £erpadlo dodá presne
to©ko energie, ko©ko systém pri danom prietoku potrebuje. Podrobne sa mu venuje kap. 13.
Charakteristiku systému zmeníme zmenou odporu (privretie ventilu, zanesenie �ltra, uzavretie
vetvy) alebo zmenou statickej vý²ky (kolísanie hladín).

12.6 Rozvetvené siete

Vykurovacie sústavy, rozvody solárnych a geotermálnych systémov a vä£²ina malých tepelných
sietí sú rozvetvené. Z hlavného potrubia odbo£ujú vetvy k jednotlivým odberate©om (obr. 12.4).
Kaºdý odberate© má prívodné a vratné potrubie. Prietoky vo vetvách sú dané potrebou
odberate©ov, Qi = Q̇i/(ρcp∆Ti). Prietoky v hlavných úsekoch dostaneme z uzlových rovníc
s£ítaním od konca siete.
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Obr. 12.3. Charakteristiky potrubných systémov. Priese£ník s charakteristikou £erpadla je pracovný
bod (kap. 13). Privretím ventilu sa zvä£²í odpor a pracovný bod sa posunie k men²iemu
prietoku.
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Obr. 12.4. Rozvetvená sie´ s tromi odberate©mi. �iarkovane je vyzna£ená kritická vetva, teda cesta s
najvä£²ou stratou.

�erpadlo musí pokry´ stratu na ceste od zdroja k odberate©ovi a spä´. Tá je pre kaºdého
odberate©a iná. Dopravnú vý²ku £erpadla ur£uje cesta s najvä£²ou stratou, ktorá sa
nazýva kritická vetva (kritický okruh, indexový okruh). Zvy£ajne vedie k najvzdialenej²iemu
odberate©ovi, nie v²ak vºdy. Kritickým môºe by´ aj bliº²í odberate© s ve©kou vlastnou stratou,
napríklad s výmenníkom tepla alebo regula£ným ventilom. Ostatní odberatelia majú k dispozícii
vä£²í tlakový rozdiel, ako potrebujú. Prebytok treba zmari´, inak dostanú vä£²í prietok na úkor
kritického odberate©a (odd. 12.9).

Príklad 12.3 � Sie´ s dvoma odberate©mi

Zo spolo£ného úseku s odporom R0 = 1,0 kPa/(m3/h)2 (prívod a spiato£ka) odbo£ujú
dve vetvy: bliº²ia s odporom R1 = 2,0 a vzdialenej²ia s R2 = 8,0 (vrátane odberate©ov,
v rovnakých jednotkách). Potrebné prietoky sú Q1 = 1,2m3/h a Q2 = 0,8m3/h. Ur£te
potrebný tlakový rozdiel £erpadla, kritickú vetvu a stratu, ktorú treba zmari´ vo vetve 1.
Ako by sa prietok rozdelil bez vyváºenia?
Rie²enie. Straty vetiev pri potrebných prietokoch: ∆p1 = 2,0 · 1,22 = 2,88 kPa, ∆p2 =
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8,0 · 0,82 = 5,12 kPa. Kritická je vetva 2. �erpadlo musí doda´

∆p£ = R0 (Q1 +Q2)
2 +∆p2 = 1,0 · 22 + 5,12 = 9,12 kPa.

Vo vetve 1 treba zmari´ 5,12 − 2,88 = 2,24 kPa. Vyvaºovací ventil vo vetve 1 musí ma´
Kv = Q1/

√
∆p = 1,2/

√
0,0224 = 8,0m3/h (tlak v baroch).

Bez vyváºenia sa pri rovnakom celkovom prietoku 2m3/h vetvy správajú ako paralelné
odpory 2 a 8. Pod©a (12.6) dostane vetva 1 prietok 1,33m3/h a vetva 2 len 0,67m3/h, teda
o 17% menej, ako potrebuje. ■

12.7 Itera£né rie²enie siete

V okruhových sie´ach a v sie´ach, kde nie sú známe prietoky, ale tlaky (napríklad £erpadlo s
danou charakteristikou), tvoria uzlové a slu£kové rovnice sústavu nelineárnych rovníc. Rie²i sa
itera£ne. Pouºívajú sa najmä dva prístupy:

� Metóda slu£kových korekcií (Hardy Cross). Vychádza sa z odhadu prietokov, ktoré
sp¨¬ajú uzlové rovnice. V kaºdej slu£ke sa prietoky opravujú tak, aby bola splnená slu£ková
rovnica. Metóda je vhodná na ru£ný výpo£et.

� Newtonova metóda pre celú sústavu. Neznámymi sú prietoky vo vetvách alebo tlaky
v uzloch. Sústava sa linearizuje a rie²i maticovo. Tento postup pouºívajú programy na
výpo£et sietí.

Ak sa v priebehu výpo£tu mení Re vo vetvách, treba spolu s prietokmi aktualizova´ aj sú£initele
trenia, a teda aj odpory Ri. Pri turbulentnom prúdení v drsných rúrach je táto oprava malá.
Pri laminárnom prúdení, napríklad vo vrtoch s viskóznou zmesou pri nízkej teplote, sa v²ak
odpor mení výrazne a strata je úmerná prvej mocnine prietoku.

12.8 Základy Hardyho Crossovej metódy

H. Cross navrhol v roku 1936 jednoduchú metódu, ktorá umoºnila ru£ne rie²i´ rozsiahle
vodovodné siete. Postup:

1. Zvolíme kladný zmysel obehu v kaºdej slu£ke (napríklad v smere hodinových ru£i£iek).

2. Odhadneme prietoky vo v²etkých vetvách tak, aby sp¨¬ali uzlové rovnice. Prietok v
kladnom zmysle je kladný.

3. Pre kaºdú slu£ku vypo£ítame opravu prietoku

∆Q = −
∑

RiQi |Qi|∑
2Ri |Qi|

. (12.10)

�itate© je sú£et strát so znamienkom (nesplnenie slu£kovej rovnice), menovate© je derivácia
tohto sú£tu pod©a Q. Ide teda o jeden krok Newtonovej metódy pre jednu neznámu.

4. Opravu ∆Q pripo£ítame ku v²etkým prietokom v slu£ke. Uzlové rovnice zostanú splnené,
pretoºe oprava do uzla vte£ie aj z neho vyte£ie.

5. Kroky 3 a 4 opakujeme, kým nie sú opravy zanedbate©né.

Ak vetva patrí do dvoch slu£iek, opravujú ju obe korekcie, kaºdá so svojím znamienkom.
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Príklad 12.4 � Okruhová sie´ so ²tyrmi uzlami

Do uzla A siete na obr. 12.5 vteká 100L/s. V uzloch B, C a D sa odoberá 30, 40 a 30L/s.
Ur£te prietoky vo vetvách.

A B

CD

RAB = 500

RBC = 800

RCD = 600

RDA = 400

100L/s 30 L/s

40 L/s30 L/s

kladný
zmysel

Obr. 12.5. Jednoduchá okruhová sie´ so ²tyrmi uzlami. Odpory sú v s2/m5, pre stratovú vý²ku v
metroch.

Rie²enie. Kladný zmysel volíme v smere hodinových ru£i£iek (A→B→C→D→A). Odhad
sp¨¬ajúci uzlové rovnice: QAB = 60, QBC = 30, QCD = −10, QDA = −40 (L/s). Záporné
prietoky te£ú proti kladnému zmyslu, teda z D do C a z A do D. Prvá oprava:∑

RQ|Q| = 500 · 0,062 + 800 · 0,032 − 600 · 0,012 − 400 · 0,042 = 1,820m,∑
2R|Q| = 2 (500 · 0,06 + 800 · 0,03 + 600 · 0,01 + 400 · 0,04) = 152,

∆Q = −1,820

152
= −0,011 97m3/s = −11,97L/s.

Nové prietoky sú 48,03; 18,03; −21,97; −51,97L/s. Druhá oprava je ∆Q = −0,30L/s a
¤al²ie sú zanedbate©né. Výsledok:

QAB = 47,7L/s, QBC = 17,7L/s, QDC = 22,3L/s, QAD = 52,3L/s.

Kontrola: strata na ceste A�B�C je 1,139+0,251 = 1,39m, na ceste A�D�C 1,093+0,298 =
1,39m. Obe cesty majú rovnakú stratu, ako vyºaduje slu£ková rovnica. ■

12.9 Hydraulické vyvaºovanie

Hydraulické vyvaºovanie je nastavenie siete tak, aby kaºdý spotrebi£ pri návrhovom stave dostal
návrhový prietok. V nevyváºenej sieti dostávajú spotrebi£e blízko £erpadla nadbytok a vzdialené
nedostatok (pr. 12.3). Prejavuje sa to takto:

� vzdialené miestnosti alebo kolektory majú nedostato£ný výkon,

� spiato£ka má vy²²iu teplotu, £o zhor²uje ú£innos´ kondenza£ných kotlov a tepelných
£erpadiel a zvy²uje straty tepelných sietí,

� prevádzkovate© zvä£²í dopravnú vý²ku £erpadla. Tým sa zvý²i prietok vo v²etkých vetvách,
najviac v tých, ktoré ho nepotrebujú. Spotreba elektriny rastie a na ventiloch s ve©kým
tlakovým rozdielom vzniká hluk.
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Motiva£ný príklad zo za£iatku kapitoly je presne takýto prípad. Výkonnej²ie £erpadlo zvý²ilo
prietok blízkych vetiev viac ako vzdialenej. Správnym rie²ením je vyváºenie, nie vä£²ie £erpadlo.

Vyvaºuje sa tak, ºe vo vetvách s prebytkom tlaku sa pridá odpor, ktorý prebytok zmarí.
Pouºívajú sa na to:

� statické vyvaºovacie ventily s nastavite©nou hodnotou Kv a meracími vývodmi na
kontrolu prietoku,

� prednastavenie termostatických ventilov vykurovacích telies,

� regulátory tlakového rozdielu a regulátory prietoku, ktoré udrºiavajú nastavený
stav automaticky aj pri zmene prevádzky (odd. 12.11),

� geometrické rie²enie: Tichelmannovo zapojenie, pri ktorom majú v²etky paralelné
vetvy rovnakú d¨ºku (obr. 5.4). Pouºíva sa v kolektorových poliach a v poliach zemných
vrtov.

Potrebnú hodnotuKv vyvaºovacieho ventilu ur£íme z prebytku tlaku∆pv a návrhového prietoku
vetvy (rov. (11.8)):

Kv =
Q√
∆pv

[Kv] = [Q] = m3/h, [∆pv] = bar. (12.11)

Aplikácia v OZE: kolektorové polia a polia vrtov

V kolektorovom poli spôsobí nerovnomerný prietok rozdielne teploty kolektorov. Kolektory
s malým prietokom sa prehrievajú a v lete môºe v nich skôr nasta´ stagnácia. Rovnomernos´
prietoku zlep²uje Tichelmannovo zapojenie, dostato£ný priemer rozde©ovacích a zberných
potrubí a to, aby mali samotné kolektory dostato£nú tlakovú stratu v porovnaní s rozvodmi
[7]. Pri poli zemných vrtov sa vrty pripájajú na rozde©ova£ a zbera£, £asto tieº pod©a
Tichelmanna. Nerovnomerný prietok vedie k nerovnomernému odberu tepla z horniny.
Dlhodobo tak klesá teplota v niektorých vrtoch a zniºuje sa výkonový faktor tepelného
£erpadla [28].

12.10 Regula£né ventily

Kým vyvaºovací ventil sa nastaví raz, regula£ný ventil mení prietok po£as prevádzky pod©a
potreby tepla. Patria sem dvojcestné ventily s pohonom, termostatické ventily vykurovacích
telies a trojcestné zmie²avacie a rozde©ovacie ventily. Trojcestný ventil mení pomer prietokov v
dvoch vetvách pri pribliºne stálom celkovom prietoku. Dvojcestný ventil mení celkový prietok
vetvy.

Závislos´ prietoku od zdvihu ventilu pri stálom tlakovom rozdiele na ventile je vnútorná
charakteristika ventilu. Naj£astej²ie sú lineárna (Kv rastie úmerne zdvihu) a ekviper£entuálna
(rovnaký prírastok zdvihu zvä£²í Kv o rovnaké percento). Vo vetve siete v²ak tlakový rozdiel
na ventile nie je stály. Pri privieraní ventilu klesá prietok, a teda aj strata ostatných prvkov
vetvy (potrubia, výmenníka), takºe na ventile zostáva vä£²ia £as´ tlaku. Skuto£ná, prevádzková
charakteristika je preto deformovaná. Mieru deformácie vyjadruje autorita ventilu

a =
∆pv,100

∆pv,100 +∆pr
, (12.12)

kde ∆pv,100 je strata úplne otvoreného ventilu a ∆pr strata ostatných prvkov regulovanej vetvy
pri návrhovom prietoku. Pri stálom tlakovom rozdiele na vetve a kvadratickej závislosti strát
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platí pre pomerný prietok

Q

Q100
=

1√
(1− a) + a

(
Kvs/Kv

)2 , (12.13)

kde Kv/Kvs je vnútorná charakteristika pri danom zdvihu. Pri malej autorite ventil v
podstatnej £asti zdvihu prietok takmer nemení a reguluje aº tesne pred zatvorením (obr. 12.6).
Regulácia je potom nestabilná. V praxi sa odporú£a autorita aspo¬ 0,3 aº 0,5. Ekviper£entuálna
charakteristika pri men²ej autorite pribliºne kompenzuje deformáciu a dáva takmer lineárnu
prevádzkovú závislos´, preto sa vo vykurovaní pouºíva naj£astej²ie.
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Obr. 12.6. Prevádzková charakteristika regula£ného ventilu s lineárnou a ekviper£entuálnou vnútornou
charakteristikou pri autorite 1 a 0,3 (výpo£et pod©a (12.13), rozsah regulácie ventilu 50).

Vysoká autorita znamená, ºe na ventile sa pri plnom otvorení stratí ve©ká £as´ tlaku. Ventil tak
spotrebúva energiu £erpadla. Návrh regula£ného ventilu je preto kompromisom medzi kvalitou
regulácie a spotrebou energie.

12.11 Vplyv zmeny prevádzkového stavu

Vetvy siete sa navzájom ovplyv¬ujú. Ak sa v jednej vetve uzavrie ventil, klesne prietok v
spolo£ných úsekoch, a teda aj ich strata. Na ostatných vetvách potom zostane vä£²í tlakový
rozdiel a ich prietok vzrastie. Pri £erpadle so stálymi otá£kami navy²e pri men²om prietoku
vzrastie jeho dopravná vý²ka (kap. 13). Oba vplyvy sa s£ítajú.

Príklad 12.5 � Uzavretie jednej vetvy

�erpadlo s charakteristikou∆p = 60−3Q2 (kPa,m3/h) napája cez spolo£ný úsek s odporom
R0 = 2 dve rovnaké paralelné vetvy s odporom R1 = R2 = 10. Ur£te prietok vo vetve 1,
ke¤ sú otvorené obe vetvy a ke¤ sa vetva 2 uzavrie.
Rie²enie. Obe vetvy otvorené: Rp = R/4 = 2,5, celkový odpor 4,5. Pracovný bod: 60 −
3Q2 = 4,5Q2, teda Q = 2,83m3/h a v kaºdej vetve 1,41m3/h. Tlakový rozdiel na vetve je
10 · 1,412 = 20 kPa.
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Vetva 2 uzavretá: celkový odpor 2 + 10 = 12, 60 − 3Q2 = 12Q2, Q = 2,0m3/h. Tlakový
rozdiel na vetve 1 vzrástol na 40 kPa a jej prietok o 41% (obr. 12.7). ■
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Obr. 12.7. Posun pracovného bodu po uzavretí jednej z dvoch paralelných vetiev (pr. 12.5).

Pri dvojcestnej regulácii sa vo vykurovacích a tepelných sie´ach prietok neustále mení pod©a
odberu. Aby sa vetvy navzájom neovplyv¬ovali a na termostatických ventiloch nevznikal hluk,
pouºívajú sa:

� £erpadlá s reguláciou otá£ok, ktoré udrºiavajú stály alebo s prietokom klesajúci tlakový
rozdiel (kap. 13),

� regulátory tlakového rozdielu na päte stúpa£iek alebo v odovzdávacích staniciach,

� pri tepelných sie´ach regulácia tlakového rozdielu u kritického odberate©a.

Tieto opatrenia zárove¬ zniºujú spotrebu elektriny, pretoºe pri men²om odbere sa zmen²í aj
dopravná vý²ka £erpadla.

12.12 Tepelné a distribu£né siete

Tepelná sie´ (systém centralizovaného zásobovania teplom) prepravuje teplo zo zdroja, napríklad
z kotolne na biomasu, zo solárneho po©a, z geotermálneho vrtu alebo z odpadového tepla, k
odberate©om. Tvorí ju prívodné a vratné potrubie, obvykle z predizolovaných rúr uloºených v
zemi. Hmotnostný prietok je daný tepelným výkonom a teplotným rozdielom ṁ = Q̇/(cp∆T )
[29].

Tlakový diagram siete (obr. 12.8) ukazuje priebeh tlaku v prívode a spiato£ke pozd¨º siete.
�erpadlo vo zdroji vytvára tlakový rozdiel ∆p£. Pozd¨º siete klesá tlak v prívode a rastie v
spiato£ke, takºe tlakový rozdiel k dispozícii u odberate©ov sa zmen²uje. U kritického odberate©a
musí zosta´ aspo¬ rozdiel ∆pmin potrebný na prekonanie straty jeho odovzdávacej stanice.
Úrove¬ tlaku ur£uje zariadenie na udrºiavanie tlaku, spravidla pripojené na spiato£ku pred
£erpadlom (odd. 12.4). Tlak nikde nesmie klesnú´ pod hodnotu potrebnú proti varu a nasávaniu
vzduchu ani prekro£i´ dovolený tlak.

Z hydraulického h©adiska je dôleºitý najmä teplotný rozdiel prívodu a spiato£ky. Pri danom
výkone je prietok nepriamo úmerný ∆T a £erpací výkon rastie pribliºne s tretou mocninou
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Obr. 12.8. Tlakový diagram tepelnej siete s tromi odberate©mi O1 aº O3. Tlakový rozdiel u odberate©ov
(²ípky) klesá so vzdialenos´ou od zdroja.

prietoku. Ak sa pre zle nastavené odovzdávacie stanice zmen²í teplotný rozdiel z 30K na 20K,
prietok vzrastie o 50% a £erpací výkon asi 1,53 = 3,4-krát. Zárove¬ stúpne teplota spiato£ky,
£o zhor²í vyuºitie kondenza£ného tepla, solárnych kolektorov a tepelných £erpadiel vo zdroji.
Moderné nízkoteplotné siete preto kladú dôraz na ve©ký teplotný rozdiel, vyváºenie a reguláciu
tlakového rozdielu [29].

Rozvetvené siete sú lacnej²ie a jednoduch²ie na výpo£et. Okruhové siete zvy²ujú spo©ahlivos´
dodávky, pretoºe pri poruche úseku moºno odberate©a napája´ z druhej strany. Umoº¬ujú aj
pripojenie viacerých zdrojov v rôznych miestach siete, £o je pri zdrojoch OZE £asté.

12.13 Digitálny výpo£et potrubnej siete

Rozsiahle siete sa po£ítajú ²pecializovanými programami. Pre vodovodné siete sa £asto pouºíva
vo©ne dostupný program EPANET. Pre vykurovacie a tepelné siete existujú programy výrobcov
armatúr a komer£né simula£né nástroje. V²etky rie²ia rovnaké uzlové a slu£kové rovnice ako v
tejto kapitole. Na výu£bu a na men²ie úlohy posta£í tabu©kový procesor alebo nieko©ko riadkov
v Pythone. Nasledujúci program rie²i sie´ z pr. 12.3 bez vyvaºovacieho ventilu pri £erpadle so
stálym tlakovým rozdielom 9,12 kPa:

from scipy.optimize import fsolve

R0, R1, R2 = 1.0, 2.0, 8.0 # odpory, kPa/(m3/h)^2

dp_c = 9.12 # tlakovy rozdiel cerpadla, kPa

def rovnice(q):

q1, q2 = q

Q = q1 + q2 # uzlova rovnica

return [R0*Q*abs(Q) + R1*q1*abs(q1) - dp_c, # slucka cez vetvu 1

R0*Q*abs(Q) + R2*q2*abs(q2) - dp_c] # slucka cez vetvu 2

q1, q2 = fsolve(rovnice, [1.0, 1.0])

print(f"Q1 = {q1:.3f} m3/h, Q2 = {q2:.3f} m3/h")
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Výsledok je Q1 = 1,465m3/h a Q2 = 0,732m3/h. Bez vyváºenia dostane vzdialený odberate©
o 8% menej, ako potrebuje, hoci celkový prietok je o 10% vä£²í ako návrhový. Pri práci s
programom treba vºdy skontrolova´, £i výsledok sp¨¬a uzlové a slu£kové rovnice, £i majú prietoky
fyzikálne zmysluplné smery a £i rýchlosti a tlaky leºia v prípustných medziach.

Zhrnutie kapitoly

� Strata kaºdého prvku siete sa vyjadrí ako ∆p = RQ2. Pri sériovom zapojení sa odpory
s£ítajú. Pri paralelnom je strata vo v²etkých vetvách rovnaká a platí 1/

√
Rp =

∑
1/
√
Ri.

� Sie´ sa rie²i uzlovými rovnicami (bilancia prietokov) a slu£kovými rovnicami (bilancia
energie), ktoré sú obdobou Kirchho�ových zákonov, ale sú nelineárne.

� Absolútny tlak v uzavretom okruhu ur£uje neutrálny bod (expanzná nádoba). Tá sa
pripája na sacej strane £erpadla.

� Charakteristika systémuH = Hst+RQ2 spolu s charakteristikou £erpadla ur£uje pracovný
bod.

� V rozvetvenej sieti ur£uje dopravnú vý²ku £erpadla kritická vetva. Prebytok tlaku v
ostatných vetvách treba zmari´ vyvaºovaním.

� Okruhové siete sa rie²ia itera£ne, pri ru£nom výpo£te Hardyho�Crossovou metódou.

� Regula£ný ventil musí ma´ dostato£nú autoritu, aspo¬ 0,3 aº 0,5. Zmena prietoku v jednej
vetve ovplyvní ostatné vetvy.

� V tepelných sie´ach je rozhodujúci teplotný rozdiel prívodu a spiato£ky, ktorý ur£uje
prietok a £erpací výkon.

Kontrolné otázky

1. Ako sa ur£í výsledný odpor potrubí zapojených do série a paralelne? V £om sa lí²i od
elektrických obvodov?

2. Pre£o je strata vo v²etkých paralelných vetvách rovnaká?

3. Ako sa rozdelí prietok medzi dve paralelné vetvy, ak má jedna ²tvornásobný odpor?

4. Formulujte uzlovú a slu£kovú rovnicu. Ko©ko nezávislých rovníc má sie´ s n uzlami a m
vetvami?

5. �o je neutrálny bod? Pre£o sa expanzná nádoba pripája na sacej strane £erpadla?

6. �ím sa lí²i charakteristika otvoreného a uzavretého systému?

7. �o je kritická vetva siete a ako sa ur£í?

8. Pre£o výmena £erpadla za výkonnej²ie nerie²i problém nevyváºenej siete?

9. Vysvetlite princíp Hardyho�Crossovej metódy. Pre£o oprava prietoku nenaru²í uzlové
rovnice?

10. �o je autorita regula£ného ventilu? Aké má dôsledky malá autorita?

11. Ako sa zmení prietok v ostatných vetvách, ke¤ sa jedna vetva uzavrie? Ako tomu zabráni´?

12. Pre£o je malý teplotný rozdiel prívodu a spiato£ky v tepelnej sieti neºiaduci?
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Úlohy na precvi£enie

1. Tri prvky so Kv 6, 10 a 4m3/h sú zapojené do série. Ur£te výsledný odpor v kPa/(m3/h)2,
výslednú hodnotu Kv a stratu pri 2m3/h. [10,03; 3,16m3/h; 40,1 kPa]

2. Dve paralelné vetvy majú odpory 3 a 12 kPa/(m3/h)2. Celkový prietok je 3m3/h. Ur£te
prietoky vo vetvách a stratu. [2 a 1m3/h; 12 kPa]

3. Pole zemných vrtov má 6 rovnakých vrtov zapojených paralelne, kaºdý s odporom
40 kPa/(m3/h)2. Celkový prietok je 4,8m3/h. Ur£te stratu po©a. Aká by bola strata, keby
sa jeden vrt uzavrel? [25,6 kPa; 36,9 kPa]

4. Z nádrºe s hladinou 20m nad odberným miestom vedie potrubie s odporom R1 = 2 ·
105 s2/m5 do uzla, z ktorého pokra£ujú dve paralelné vetvy s odpormi 8·105 a 3,2·106 s2/m5

s výtokom do atmosféry na rovnakej úrovni. Kinetickú energiu na výtoku zanedbajte.
Ur£te prietoky. [6,0; 4,0 a 2,0L/s]

5. V sieti z pr. 12.3 sa pridá tretí odberate© s odporom R3 = 6,0 a prietokom 1,0m3/h,
pripojený k rovnakému uzlu. Ur£te kritickú vetvu, potrebný tlakový rozdiel £erpadla a
Kv vyvaºovacích ventilov v ostatných vetvách. [vetva 3; 15,0 kPa; 6,8 a 8,5m3/h]

6. Ur£te charakteristiku otvoreného systému, ktorý £erpá vodu do nádrºe o 12m vy²²ie, ak
strata pri 5L/s je 4m. Akú dopravnú vý²ku treba pri 6L/s? [H = 12 + 1,6 · 105Q2;
17,8m]

7. Vyrie²te sie´ z pr. 12.4 pre prípad, ke¤ sa odber v uzle C zvä£²í na 50L/s a v uzle D
zmen²í na 20L/s. Sta£ia dve opravy. [QAB = 49,8; QBC = 19,8; QDC = 30,2;
QAD = 50,2L/s]

8. Regula£ný ventil má pri plnom otvorení stratu 8 kPa. Ostatné prvky regulovanej vetvy
majú pri návrhovom prietoku stratu 24 kPa. Ur£te autoritu ventilu. Aký pomerný prietok
dá lineárny ventil pri polovi£nom zdvihu? [0,25; 0,76]

9. Pri danom výkone tepelnej siete sa teplotný rozdiel zvä£²í zo 25K na 35K. Ko©kokrát sa
zmení prietok a £erpací výkon (pri ∆p ∝ Q2)? [0,714; 0,364]

10. �erpadlo s charakteristikou∆p = 50−2Q2 (kPa,m3/h) napája tri rovnaké paralelné vetvy
s odporom 18 bez spolo£ného úseku. Ur£te prietok vetvou pri troch otvorených vetvách a
pri jednej otvorenej vetve. [1,18 a 1,58m3/h]

11. V Pythone alebo v tabu©kovom procesore naprogramujte Hardyho�Crossovu metódu pre
jednu slu£ku a overte výsledok pr. 12.4.
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Kapitola 13

�erpadlá a £erpacie systémy

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent vysvetlí princíp odstredivého £erpadla z Eulerovej rovnice
a opí²e jeho charakteristiky H(Q), P (Q) a η(Q). Ur£í pracovný bod £erpadla v potrubnom
systéme, a to aj pri sériovom a paralelnom zapojení £erpadiel. Pouºije a�nitné zákony,
porovná reguláciu ²krtením a zmenou otá£ok a vypo£íta ro£nú spotrebu elektriny. Posúdi
nebezpe£enstvo kavitácie pomocou NPSH a vyberie £erpadlo z katalógových údajov.

K©ú£ové pojmy

odstredivé £erpadlo, obeºné koleso, ²pirálová skri¬a, Eulerova rovnica, dopravná vý²ka,
charakteristika £erpadla, hydraulický, mechanický a elektrický príkon, ú£innos´, bod
najvy²²ej ú£innosti (BEP), ²peci�cké otá£ky, pracovný bod, sériové a paralelné zapojenie,
a�nitné zákony, regulácia ²krtením, frekven£ný meni£, kavitácia, NPSH, obehové £erpadlo

�erpadlo je �srdcom� kaºdého kvapalinového systému. Dodáva tekutine mechanickú energiu,
ktorú potrubný systém spotrebuje na prekonanie strát a prípadne na zdvihnutie tekutiny do
vý²ky. V systémoch OZE sa £erpadlá vyskytujú v²ade: obehové £erpadlá solárnych okruhov,
vykurovania a akumulácie, £erpadlá primárnych okruhov tepelných £erpadiel, stud¬ové £erpadlá,
sie´ové £erpadlá tepelných sietí aj £erpadlá v bioplynových staniciach. Pre£erpávacie vodné
elektrárne pouºívajú reverzibilné stroje, ktoré pracujú striedavo ako £erpadlo a ako turbína.

Na £erpadlá pripadá významná £as´ svetovej spotreby elektriny. Spotreba £erpadla v zariadení
OZE priamo zniºuje jeho £istý prínos (odd. 1.9). Správny výber a regulácia £erpadla patria
preto k najú£innej²ím opatreniam na úsporu energie. V tejto kapitole spojíme charakteristiku
potrubného systému z kap. 12 s charakteristikou £erpadla. Výklad nadväzuje na [1, 5, 15].

Na zamyslenie

Vykurovací okruh bytového domu má £erpadlo navrhnuté na 50m3/h. Po£as vä£²iny
vykurovacej sezóny v²ak sta£í polovi£ný prietok. Kúrenár ho nastavil privretím ventilu za
£erpadlom. Pre£o sa spotreba elektriny £erpadla takmer nezmenila? A ko©ko by sa u²etrilo,
keby sa namiesto privretia ventilu zníºili otá£ky?

Projektová úloha

Porovnajte reguláciu ²krtením a frekven£né riadenie z h©adiska ro£nej spotreby elektriny.
Pre vybrané £erpadlo z katalógu (charakteristiky H(Q) a η(Q)) a zadaný potrubný systém

185
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zostavte v Pythone alebo v tabu©kovom procesore výpo£et pracovného bodu pri rôznych
prietokoch pre oba spôsoby regulácie. Z odhadnutého ro£ného priebehu prietoku (napríklad
pod©a denostup¬ov) vypo£ítajte ro£nú spotrebu elektriny, úsporu a návratnos´ frekven£ného
meni£a. Posú¤te vplyv statickej vý²ky systému na úsporu.

13.1 Úloha £erpadla v energetickom systéme

Z energetickej rovnice (6.16) vieme, ºe £erpadlo musí doda´ dopravnú vý²ku

H£ = Hst + hz(Q), (13.1)

teda pokry´ statickú vý²ku (v otvorenom systéme) a straty pri danom prietoku. V uzavretom
okruhu je Hst = 0 a £erpadlo pokrýva len straty (rov. (6.18)). Poºiadavky na £erpadlo sú
teda dané potrubným systémom. Na druhej strane £erpadlo ur£itých rozmerov a otá£ok dokáºe
doda´ len ur£itú vý²ku pri ur£itom prietoku. Ako sa tieto dve poºiadavky stretnú, je témou
tejto kapitoly.

Energetický význam £erpadla v systéme OZE vyjadruje pomer spotreby elektriny £erpadla a
uºito£nej energie zariadenia. Pri solárnom systéme je to pomer spotreby obehového £erpadla k
solárnym ziskom, pri tepelnom £erpadle zem�voda podiel spotreby £erpadla primárneho okruhu
na celkovej spotrebe. Obehové £erpadlo s príkonom 30W v prevádzke 1 800 h/r spotrebuje
54 kW · h. Pri solárnych ziskoch 2 500 kW · h/r to sú viac ako 2%. Samotný hydraulický výkon
potrebný v okruhu je pritom £asto len nieko©ko wattov. Malé obehové £erpadlá majú celkovú
ú£innos´ rádovo len 10% aº 30%.

13.2 Základné druhy £erpadiel

Pod©a princípu prenosu energie delíme £erpadlá na dve skupiny [1, 15]:

� Hydrodynamické (lopatkové) £erpadlá odovzdávajú energiu tekutine prostredníctvom
obeºného kolesa s lopatkami. Mení sa moment hybnosti tekutiny (odd. 7.10). Patria sem
odstredivé (radiálne), diagonálne a axiálne (vrtu©ové) £erpadlá. Majú plynulý prietok a
pri danej rýchlosti otá£ania im zodpovedá ur£itá závislos´ dopravnej vý²ky od prietoku.

� Objemové £erpadlá (piestové, membránové, zubové, skrutkové, vretenové) uzatvárajú
ur£itý objem tekutiny a vytlá£ajú ho do výtlaku. Prietok je takmer nezávislý od tlaku.
Pouºívajú sa pre malé prietoky a ve©ké tlaky, na dávkovanie a na ve©mi viskózne látky,
napríklad kaly a substráty v bioplynových staniciach.

V energetických systémoch prevládajú odstredivé £erpadlá. Typ lopatkového £erpadla sa volí
pod©a ²peci�ckých otá£ok

nq = n

√
Q

H3/4
[n] = 1/min, [Q] = m3/s, [H] = m, (13.2)

po£ítaných v bode najvy²²ej ú£innosti. Malé nq zodpovedá malému prietoku a ve©kej vý²ke
(radiálne kolesá, nq pribliºne do 100), ve©ké nq ve©kému prietoku a malej vý²ke (axiálne kolesá,
nq nad asi 150). Medzi nimi leºia diagonálne kolesá [15]. Rovnaký parameter sa pouºíva pri
výbere typu vodnej turbíny (kap. 14).
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13.3 Odstredivé £erpadlo

Odstredivé £erpadlo (obr. 13.1) tvorí obeºné koleso s lopatkami a skri¬a. Kvapalina vstupuje do
kolesa v smere osi, lopatky ju rozto£ia a odstredivým ú£inkom vytla£ia na vä£²í polomer. Pri
výstupe z kolesa má kvapalina ve©kú rýchlos´ a vy²²í tlak. V ²pirálovej skrini alebo v rozvádza£i
sa rýchlos´ zmen²uje a kinetická energia sa mení na tlak. �pirála slúºi ako difúzor (odd. 11.3).

ω

výtlak²pirálová skri¬a

(a) rez kolmo na os

obeºné koleso

hriade©
sanie

(b) rez pozd¨º osi

Obr. 13.1. Schéma odstredivého £erpadla so ²pirálovou skri¬ou a obeºným kolesom s lopatkami
zahnutými dozadu.

Energiu odovzdanú kvapaline ur£uje Eulerova rovnica (rov. (7.13)). Pri vstupe bez predrotácie
(vθ1 = 0) je teoretická dopravná vý²ka

Ht∞ =
u2 vθ2
g

. (13.3)

Obvodovú zloºku absolútnej rýchlosti na výstupe ur£íme z rýchlostného trojuholníka (obr. 13.2).
Relatívna rýchlos´ w2 sleduje sklon lopatky, ktorý je daný uhlom β2. Radiálna zloºka je úmerná
prietoku, vr2 = Q/(πD2b2), kde b2 je ²írka kolesa na výstupe. Po dosadení

Ht∞ =
u22
g

− u2
g πD2b2 tanβ2

Q. (13.4)

Pri lopatkách zahnutých dozadu (β2 < 90◦, typicky 20◦ aº 30◦) teoretická vý²ka s prietokom
lineárne klesá. Takéto kolesá majú stabilnú charakteristiku a najvy²²iu ú£innos´, preto sa
pouºívajú takmer výhradne [15].

u2 = ωr2

v2 w2

vθ2

vr2

β2

vθ2 = u2 −
vr2

tanβ2

vr2 =
Q

πD2b2

Obr. 13.2. Rýchlostný trojuholník na výstupe z obeºného kolesa s lopatkami zahnutými dozadu.
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13.4 Dopravná vý²ka £erpadla

Dopravná vý²ka £erpadla je prírastok energetickej vý²ky kvapaliny medzi sacím (S) a výtla£ným
(V) hrdlom (rov. (6.9)):

H =
pV − pS

ρg
+

v2V − v2S
2g

+ (zV − zS). (13.5)

Je to energia odovzdaná jednotke tiaºe kvapaliny, udávaná v metroch. Jej výhodou je, ºe nezávisí
od hustoty kvapaliny. �erpadlo s danými otá£kami dodá rovnakú vý²ku vode aj nemrznúcej
zmesi s inou hustotou, pokia© nie je viskozita príli² ve©ká. Tlakový rozdiel ∆p = ρgH je v²ak pri
hustej²ej kvapaline vä£²í. Pri obehových £erpadlách sa dopravná vý²ka £asto udáva v tlakovom
tvare v kPa alebo bar pre vodu.

Skuto£ná dopravná vý²ka je men²ia ako teoretickáHt∞ (obr. 13.3). Pri kone£nom po£te lopatiek
kvapalina lopatky nesleduje presne, ale zaostáva za nimi (sklz ). �alej sa energia stráca trením v
kanáloch kolesa a skrine a pri prietoku mimo návrhového bodu aj rázovými stratami, ke¤ prúd
nenabieha na lopatky v smere ich sklonu. Výsledná charakteristika H(Q) je preto pribliºne
parabola klesajúca s prietokom [1, 15].

Ht∞ (Euler, nekone£ný po£et lopatiek)

Ht (kone£ný po£et lopatiek)

skuto£ná H(Q)

sklz

trenie a rázové straty

straty

prietok Q

do
pr
av
ná

vý
²k
a
H

Obr. 13.3. Od teoretickej dopravnej vý²ky pod©a Eulerovej rovnice k skuto£nej charakteristike £erpadla
(schéma).

13.5 Charakteristika H(Q)

Výrobcovia udávajú pre kaºdé £erpadlo a otá£ky súbor meraných charakteristík (obr. 13.4):

� dopravnú vý²ku H(Q),

� ú£innos´ η(Q),

� príkon na hriadeli P (Q) alebo elektrický príkon,

� potrebné NPSH (odd. 13.19).

Najvä£²iu vý²ku H0 dodáva £erpadlo pri nulovom prietoku (zatvorený výtlak). S rastúcim
prietokom vý²ka klesá. Na výpo£ty sa charakteristika £asto nahrádza parabolou

H£(Q) = H0 − aQ2 alebo H£(Q) = H0 + bQ− aQ2, (13.6)
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ktorej koe�cienty ur£íme z dvoch alebo troch bodov katalógovej krivky. V tejto kapitole
pouºívame modelové £erpadlo s H0 = 32m, a = 0,004 5m/(m3/h)2, bodom najvy²²ej ú£innosti
pri 50m3/h a ηmax = 0,75.
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Obr. 13.4. Charakteristiky modelového odstredivého £erpadla pri stálych otá£kach: dopravná vý²ka,
ú£innos´ a príkon na hriadeli.

Pozor � £astá chyba

Príkon odstredivého £erpadla s radiálnym kolesom rastie s prietokom. Najmen²í je pri
zatvorenom výtlaku, preto sa takéto £erpadlá rozbiehajú proti zatvorenému výtlaku.
Dlhodobá prevádzka pri nulovom prietoku je v²ak nebezpe£ná. Celý príkon sa mení na
teplo v malom objeme kvapaliny, ktorá sa prehrieva a môºe sa odpari´. Axiálne £erpadlá
majú naopak najvä£²í príkon pri nulovom prietoku.

13.6 Výkon £erpadla

Uºito£ný (hydraulický) výkon £erpadla je energia odovzdaná kvapaline za jednotku £asu
(rov. (6.10)):

Ph = ρ g QH = Q∆p. (13.7)

Závisí od prietoku aj od dopravnej vý²ky. V pracovnom bode na obr. 13.4 (Q = 50m3/h,
H = 20,75m) je Ph = 1000 · 9,81 · (50/3600) · 20,75 = 2,83 kW.
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13.7 Hydraulický, mechanický a elektrický výkon

Na ceste od elektrickej siete ku kvapaline sa energia premie¬a v nieko©kých stup¬och. Kaºdý z
nich má svoje straty:

Pel
ηfm−−−→ Pmot

ηmot−−−−→ P
η£−−→ Ph, (13.8)

kde Pel je elektrický príkon zo siete, ηfm ú£innos´ frekven£ného meni£a (ak je pouºitý), ηmot

ú£innos´ motora, P príkon na hriadeli £erpadla a η£ ú£innos´ £erpadla. Celková ú£innos´ súpravy
je sú£inom

ηc =
Ph

Pel
= η£ ηmot ηfm. (13.9)

Pri malých obehových £erpadlách tvorí motor s £erpadlom jeden celok a výrobca udáva len
elektrický príkon.

Príklad 13.1 � Príkony £erpadla

Modelové £erpadlo pracuje v bode Q = 50m3/h, H = 20,75m s ú£innos´ou 0,75. Motor má
ú£innos´ 0,92. Ur£te príkon na hriadeli, elektrický príkon a celkovú ú£innos´. Vypo£ítajte
aj ²peci�cké otá£ky pri 1 450/min.
Rie²enie. Ph = 2,83 kW (odd. 13.6), P = 2,83/0,75 = 3,77 kW, Pel = 3,77/0,92 =
4,10 kW. Celková ú£innos´ je 0,75 · 0,92 = 0,69. Pod©a (13.2):

nq = 1450 ·
√

50/3600

20,753/4
= 1450 · 0,118

9,73
= 17,6.

Ide o £erpadlo s radiálnym obeºným kolesom. ■

13.8 Ú£innos´ £erpadla

Ú£innos´ £erpadla η£ = Ph/P zah¯¬a tri druhy strát [15]:

� hydraulické straty (trenie v kanáloch kolesa a skrine, rázové straty, straty v ²pirále),
ktoré vyjadruje hydraulická ú£innos´ ηh = H/Ht,

� objemové straty, teda prietok, ktorý cez tesniacu ²trbinu medzi kolesom a skri¬ou prúdi
spä´ na sanie (kap. 8), s objemovou ú£innos´ou ηv,

� mechanické straty v loºiskách a upchávkach a trenie diskov kolesa v kvapaline, s
mechanickou ú£innos´ou ηm.

Celková ú£innos´ je η£ = ηh ηv ηm. Ve©ké £erpadlá dosahujú 80% aº 90%, malé £erpadlá s
výkonom rádovo stoviek wattov 40% aº 60%. Najniº²iu celkovú ú£innos´ majú malé obehové
£erpadlá, pretoºe straty v ²trbinách, loºiskách a v motore sú pri malom výkone relatívne ve©ké.
Moderné obehové £erpadlá s elektronicky komutovanými motormi s permanentnými magnetmi
majú výrazne vy²²iu ú£innos´ ako star²ie £erpadlá s asynchrónnymi motormi. V EÚ je ich
minimálna ú£innos´ predpísaná nariadením o ekodizajne (index energetickej ú£innosti EEI).

13.9 Bod maximálnej ú£innosti (BEP)

Ú£innos´ £erpadla dosahuje maximum pri ur£itom prietoku, ktorý sa nazýva bod najvy²²ej
ú£innosti (angl. best e�ciency point, BEP). V tomto bode nabieha prúd na lopatky kolesa a
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do ²pirály v smere ich sklonu a hydraulické straty sú najmen²ie. Pri men²om prietoku vznikajú
pri vstupe do kolesa spätné prúdy a víry, pri vä£²om rastú straty trením a riziko kavitácie.
Prevádzka ¤aleko od BEP okrem zníºenia ú£innosti zvä£²uje radiálne sily na koleso, vibrácie a
hluk a skracuje ºivotnos´ loºísk a tesnení [15].

�erpadlo preto volíme tak, aby jeho pracovný bod leºal blízko BEP. Orienta£ne sa odporú£a
oblas´ 70% aº 120% prietoku v BEP (obr. 13.4). Pri systémoch s premenlivým prietokom by mal
pracovný bod leºa´ v tejto oblasti po£as vä£²iny prevádzkového £asu, nie len pri maximálnom
prietoku.

13.10 �erpadlo a charakteristika systému

Potrubný systém potrebuje pri prietoku Q dopravnú vý²ku Hsys = Hst + RQ2 (rov. (12.9)).
�erpadlo pri danom prietoku dodá H£(Q). Obe charakteristiky vykreslíme do jedného diagramu
(obr. 13.5). Tam, kde £erpadlo dodá viac, ako systém potrebuje, sa prietok zvä£²uje. Tam, kde
dodá menej, sa zmen²uje. Systém sa ustáli v priese£níku oboch kriviek.
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Obr. 13.5. Pracovný bod modelového £erpadla v otvorenom systéme so statickou vý²kou 12m.

13.11 Pracovný bod

Pracovný bod je priese£ník charakteristiky £erpadla a charakteristiky systému:

H£(Q) = Hst +RQ2. (13.10)

Pri parabolickej náhrade (13.6) bez lineárneho £lena dostaneme priamo

Q =

√
H0 −Hst

a+R
. (13.11)

Príklad 13.2 � Pracovný bod v otvorenom systéme

Modelové £erpadlo (H£ = 32 − 0,0045Q2) £erpá vodu do nádrºe so statickou vý²kou 12m.
Straty v potrubí sú hz = 0,0035Q2 (m, m3/h). Ur£te pracovný bod a príkon.



192 KAPITOLA 13. �ERPADLÁ A �ERPACIE SYSTÉMY

Rie²enie. Pod©a (13.11): Q =
√
(32− 12)/(0,0045 + 0,0035) = 50m3/h, H = 12+0,0035 ·

502 = 20,75m. Pracovný bod leºí v BEP (η = 0,75), príkon na hriadeli je 3,77 kW (pr. 13.1).
■

Stabilnú prevádzku zaru£uje charakteristika £erpadla, ktorá s rastúcim prietokom klesá.
Niektoré £erpadlá majú pri malých prietokoch charakteristiku s maximom (tzv. labilnú vetvu).
Pri ve©kej statickej vý²ke tu môºu vzniknú´ dva priese£níky a prietok potom kolí²e.

13.12 �erpadlá zapojené v sérii

Pri sériovom zapojení preteká obidvoma £erpadlami rovnaký prietok a ich dopravné vý²ky sa
s£ítajú:

Hs(Q) = H1(Q) +H2(Q). (13.12)

Výslednú charakteristiku dostaneme �zvislým� s£ítaním kriviek (obr. 13.6). Sériové zapojenie
sa pouºíva pri ve©kej potrebnej dopravnej vý²ke, napríklad pri stud¬ových a vodárenských
£erpadlách s ve©kou statickou vý²kou. Viacstup¬ové £erpadlá majú nieko©ko obeºných kolies
v sérii na jednom hriadeli. Pri sériovom zapojení treba kontrolova´, £i druhé £erpadlo a jeho
tesnenia vydrºia zvý²ený tlak na vstupe.

13.13 �erpadlá zapojené paralelne

Pri paralelnom zapojení majú £erpadlá rovnakú dopravnú vý²ku a ich prietoky sa s£ítajú:

Qp(H) = Q1(H) +Q2(H). (13.13)

Charakteristiku dostaneme �vodorovným� s£ítaním kriviek. Paralelné zapojenie sa pouºíva pri
premenlivom prietoku (pri malom odbere beºí jedno £erpadlo, pri ve©kom obe) a na zálohu,
napríklad pri zdvojených £erpadlách v kotolniach a výmenníkových staniciach.

Príklad 13.3 � Dve £erpadlá v uzavretom okruhu

Uzavretý okruh má charakteristiku H = 0,0083Q2. Modelové £erpadlo v ¬om dodáva
50m3/h. Aký prietok dosiahnu dve rovnaké £erpadlá zapojené paralelne a do série?
Rie²enie. Paralelne: charakteristika dvojice je H = 32−0,0045 (Q/2)2 = 32−0,001125Q2.
Z rovnosti s charakteristikou okruhu Q =

√
32/(0,001125 + 0,0083) = 58,3m3/h.

V sérii: H = 64− 0,009Q2, Q =
√

64/(0,009 + 0,0083) = 60,8m3/h.
Druhé £erpadlo zvä£²í prietok len o 17% aº 22% (obr. 13.6). Pri systéme s ve©kým odporom
a bez statickej vý²ky je o nie£o výhodnej²ie sériové zapojenie. Pri systéme s ve©kou statickou
vý²kou a malým odporom je to naopak. Dve paralelné £erpadlá nikdy nedajú dvojnásobný
prietok, pretoºe pri vä£²om prietoku rastú straty v systéme. ■

13.14 A�nitné zákony

Ako sa zmenia charakteristiky £erpadla pri zmene otá£ok? Rýchlostné trojuholníky pri zmene
otá£ok zostanú podobné, ak sa v²etky rýchlosti zmenia v rovnakom pomere. Prietok je úmerný
rýchlosti (Q ∝ v ∝ n), dopravná vý²ka pod©a (13.3) jej druhej mocnine a príkon sú£inu QH.
Pre podobné pracovné body toho istého £erpadla platia a�nitné zákony [1, 15]:

Q2

Q1
=

n2

n1
,

H2

H1
=

(
n2

n1

)2

,
P2

P1
=

(
n2

n1

)3

. (13.14)
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Obr. 13.6. Charakteristiky dvoch rovnakých £erpadiel zapojených paralelne a do série a pracovné body
v uzavretom okruhu (pr. 13.3).

Ú£innos´ sa v podobných bodoch takmer nemení, pokia© zmena otá£ok nie je ve©ká (pribliºne
do polovice menovitých otá£ok). Podobné body pri rôznych otá£kach leºia na parabole H =
k Q2 prechádzajúcej po£iatkom, ktorá sa nazýva parabola podobnosti. Pri náhrade (13.6) je
charakteristika £erpadla pri otá£kach n

H£(Q) = H0

(
n

n0

)2

− aQ2. (13.15)

Pozor � £astá chyba

A�nitné zákony platia pre podobné body £erpadla, nie pre pracovné body systému. V
uzavretom okruhu (Hst = 0) je charakteristika systému zárove¬ parabolou podobnosti. Pri
zníºení otá£ok o 20% klesne prietok o 20% a príkon na 0,83 = 51%. V otvorenom systéme
so statickou vý²kou v²ak prietok klesá ove©a rýchlej²ie. Pre systém z pr. 13.2 pri 80% otá£ok:
20,48− 0,0045Q2 = 12+ 0,0035Q2, teda Q = 32,6m3/h, a nie 40. Pracovný bod sa navy²e
vz¤a©uje od BEP.

13.15 Regulácia ²krtením

Najjednoduch²í spôsob zmeny prietoku je ²krtenie, teda privretie ventilu vo výtlaku £erpadla.
Zvä£²í sa odpor systému a jeho charakteristika sa stane strm²ou. Pracovný bod sa posunie po
charakteristike £erpadla k men²iemu prietoku a vä£²ej dopravnej vý²ke (obr. 13.7). Rozdiel
medzi vý²kou, ktorú £erpadlo dodá, a vý²kou, ktorú systém potrebuje, sa zmarí na ventile a
premení na teplo. Príkon £erpadla pritom klesá len málo, pretoºe vý²ka rastie a ú£innos´ sa
vz¤a©uje od BEP.

Obdobou je obtok (bypass): £as´ prietoku sa vracia z výtlaku na sanie. Spotrebi£ dostane men²í
prietok, £erpadlo v²ak dodáva e²te vä£²í. Energeticky je to e²te hor²ie ako ²krtenie. �krtenie aj
obtok sú vhodné len na jednorazové nastavenie alebo pri ve©mi malých £erpadlách.
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13.16 Regulácia otá£kami

Pri regulácii otá£kami sa zmení charakteristika £erpadla pod©a (13.15). Charakteristika systému
zostane nezmenená a £erpadlo dodá len to©ko vý²ky, ko©ko systém pri danom prietoku potrebuje
(obr. 13.7). Otá£ky asynchrónnych motorov sa menia frekven£ným meni£om. Obehové £erpadlá
s elektronicky komutovanými motormi majú reguláciu otá£ok zabudovanú (odd. 13.22).
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Obr. 13.7. Zníºenie prietoku z 50 na 30m3/h v uzavretom okruhu ²krtením a zníºením otá£ok.

13.17 Energetické porovnanie spôsobov regulácie

Príklad 13.4 � �krtenie verzus zmena otá£ok

Modelové £erpadlo pracuje v uzavretom vykurovacom okruhu s charakteristikou H =
0,0083Q2. Pri návrhovom prietoku 50m3/h je v BEP. Porovnajte príkon na hriadeli pri
prietoku 30m3/h pri ²krtení a pri zníºení otá£ok.
Rie²enie. �krtenie: £erpadlo pracuje na pôvodnej charakteristike, H = 32−0,0045·302 =
27,95m. Ú£innos´ pri Q/QBEP = 0,6 je η = 0,75 (2 · 0,6− 0,62) = 0,63.

P =
1000 · 9,81 · (30/3600) · 27,95

0,63
= 3,63 kW.

Okruh pritom potrebuje len 0,0083 · 302 = 7,47m. Zvy²ných 20,5m sa zmarí na ventile.
Zmena otá£ok: bod (30; 7,47) leºí na parabole okruhu, ktorá je parabolou podobnosti
prechádzajúcou bodom BEP. Otá£ky sa zníºia na 30/50 = 60% a ú£innos´ zostane 0,75:

P =
1000 · 9,81 · (30/3600) · 7,47

0,75
= 0,81 kW.

Príkon pri zníºených otá£kach je 4,5-krát men²í. Pri ²krtení klesol príkon z 3,77 na 3,63 kW,
teda len o 4%. Tým je zodpovedaná úvodná otázka. ■

Obr. 13.8 porovnáva príkon oboch spôsobov regulácie v celom rozsahu prietokov. Pri regulácii
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otá£kami v uzavretom okruhu klesá príkon s tretou mocninou prietoku. Pri ²krtení zostáva
takmer kon²tantný. Úspora je tým vä£²ia, £ím dlh²ie systém pracuje pri zníºenom prietoku.
V otvorených systémoch so statickou vý²kou je úspora men²ia, pretoºe statickú vý²ku treba
prekona´ pri kaºdom prietoku.
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Obr. 13.8. Príkon modelového £erpadla na hriadeli v uzavretom okruhu pri regulácii prietoku ²krtením
a zmenou otá£ok.

Frekven£ný meni£ má vlastné straty (2% aº 4%) a pri nízkych otá£kach klesá aj ú£innos´
motora. Pri prevádzke prevaºne pri plnom prietoku sa preto meni£ nevyplatí. Vo vykurovaní,
vetraní, tepelných sie´ach a vodárenstve, kde sa prietok mení po£as d¬a aj roka, patrí regulácia
otá£ok k najvýnosnej²ím úsporným opatreniam.

13.18 Kavitácia

Na vstupe do obeºného kolesa kvapalina zrých©uje a obteká nábeºné hrany lopatiek. Tlak tu
klesá pod tlak v sacom hrdle. Ak klesne na tlak sýtych pár ps pri danej teplote (kap. 2), kvapalina
sa lokálne odparí a vzniknú parné bubliny. Prúd ich unesie do oblasti s vy²²ím tlakom, kde náhle
skondenzujú a zaniknú (implodujú). Tento jav sa nazýva kavitácia [15, 34]. Jej dôsledky:

� pokles dopravnej vý²ky, prietoku a ú£innosti, pri rozvinutej kavitácii aº preru²enie
£erpania,

� hluk (typický �²trk� v £erpadle) a vibrácie,

� kavita£ná erózia: implózie bublín pri stene vytvárajú mikroprúdy a rázové vlny s tlakmi
stoviek megapascalov, ktoré postupne rozru²ujú materiál lopatiek.

Kavitácia hrozí najmä pri £erpaní teplej kvapaliny s vysokým tlakom sýtych pár, pri ve©kej sacej
vý²ke, pri ve©kých stratách v sacom potrubí (zanesený �lter, sací kô²) a pri prietoku vä£²om
ako v BEP. Rovnaký jav poznáme aj z vodných turbín a lodných vrtú© (kap. 14).

13.19 NPSH

Rezervu proti kavitácii vyjadruje veli£ina NPSH (net positive suction head, £istá sacia vý²ka).
Rozli²ujeme dve hodnoty [1, 15]:
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� NPSHA (available, k dispozícii) je vlastnos´ systému. Je to rozdiel celkovej energetickej
vý²ky kvapaliny v sacom hrdle a vý²ky zodpovedajúcej tlaku sýtych pár:

NPSHA =
pS
ρg

+
v2S
2g

− ps
ρg

, (13.16)

kde pS je absolútny tlak v sacom hrdle. Pri saní z nádrºe s tlakom p0 nad hladinou, ktorá
je o Hs pod osou £erpadla (obr. 13.9), dostaneme z energetickej rovnice

NPSHA =
p0 − ps
ρg

−Hs − hzs, (13.17)

kde hzs sú straty v sacom potrubí. Pri prítoku (hladina nad £erpadlom) je Hs záporné.

� NPSHR (required, potrebné) je vlastnos´ £erpadla. Ur£uje ju výrobca meraním ako
hodnotu, pri ktorej kavitácia zníºi dopravnú vý²ku o 3%. S prietokom rastie (obr. 13.10).

�erpadlo pracuje bez kavitácie, ak

NPSHA ≥ NPSHR + rezerva, (13.18)

kde rezerva je obvykle aspo¬ 0,5m aº 1m. Pri 3% poklese vý²ky kavitácia uº prebieha. Pri
dlhodobej prevádzke alebo horúcej vode sa preto volí vä£²ia rezerva [15]. Presnej²ie ur£enie
NPSHR je moºné aj numerickými simuláciami [34].

Príklad 13.5 � Kontrola NPSH

Modelové £erpadlo saje vodu z otvorenej nádrºe, ktorej hladina je 4m pod osou £erpadla.
Straty v sacom potrubí sú pri 50m3/h 0,8m, NPSHR = 3,5m. Atmosférický tlak je
101,3 kPa. Posú¤te kavitáciu pri teplote vody 20 ◦C a 60 ◦C.
Rie²enie. Pri 20 ◦C je ps = 2,34 kPa a ρ = 998 kg/m3 (tab. B.1):

NPSHA =
101 300− 2340

998 · 9,81
− 4− 0,8 = 10,11− 4,8 = 5,31m.

Rezerva je 5,31− 3,5 = 1,81m a £erpadlo pracuje bezpe£ne.
Pri 60 ◦C je ps = 19,94 kPa a ρ = 983,3 kg/m3: NPSHA = 8,43 − 4,8 = 3,63m. Rezerva
je len 0,13m a hrozí kavitácia (obr. 13.10). Pomôºe umiestni´ £erpadlo pod hladinu (na
prítok), zmen²i´ straty v sacom potrubí alebo zvoli´ £erpadlo s men²ím NPSHR. ■

p0, t

£erpadlo, sacie hrdlo S

Hs (sacia
vý²ka)

straty
hzs

Obr. 13.9. �erpadlo so sacou vý²kou Hs nad hladinou v nádrºi.

Z (13.17) vyplýva najvä£²ia prípustná sacia vý²ka

Hs,max =
p0 − ps
ρg

− hzs −NPSHR − rezerva. (13.19)
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Obr. 13.10. NPSH potrebné £erpadlom a NPSH systému k dispozícii pri dvoch teplotách vody
(pr. 13.5). Vpravo od priese£níka nastáva kavitácia.

Pri studenej vode a atmosférickom tlaku je teoretické maximum (p0−ps)/(ρg) ≈ 10m. Prakticky
odstredivé £erpadlá nasávajú zo h¨bky najviac 6m aº 7m. Z hlb²ích studní sa preto voda £erpá
ponornými £erpadlami, ktoré sú umiestnené pod hladinou. V uzavretých okruhoch ur£uje tlak
na sacej strane £erpadla expanzná nádoba (odd. 12.4). Pri horúcej vode treba zabezpe£i´, aby
tlak v sacom hrdle bol dostato£ne nad tlakom sýtych pár.

13.20 Výber £erpadla z katalógových údajov

Postup výberu £erpadla:

1. Ur£íme návrhový prietok Q (z potreby tepla, vody, prietoku turbíny a pod.).

2. Zostavíme charakteristiku systému: statickú vý²ku a straty trením a v miestnych odporoch
pri návrhovom prietoku (kap. 10 aº 12). Pri sie´ach po£ítame s kritickou vetvou.

3. Ur£íme potrebnú dopravnú vý²ku. Prídavok na neistotu výpo£tu volíme primerane.
Predimenzované £erpadlo pracuje ¤aleko vpravo od BEP alebo sa musí ²krti´.

4. V súhrnnom diagrame výrobcu (poli charakteristík) nájdeme £erpadlá, ktorých oblas´
pouºitia obsahuje návrhový bod. Z nich vyberieme také, ktorého BEP leºí blízko
návrhového bodu.

5. Overíme pracovný bod na skuto£nej charakteristike, príkon motora (aj pri najvä£²om
moºnom prietoku) a NPSH.

6. Zoh©adníme vlastnosti kvapaliny: hustotu a viskozitu (nemrznúce zmesi), teplotu,
agresivitu a obsah pevných £astíc.

7. Pri premenlivom prietoku zvolíme £erpadlo s reguláciou otá£ok a posúdime pracovné body
v celom rozsahu prevádzky.
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13.21 Celoro£ná spotreba elektrickej energie

Ro£nú spotrebu elektriny ur£íme z trvania jednotlivých prevádzkových stavov:

E =
∑
i

Pel,i τi, (13.20)

kde τi je doba prevádzky v stave i za rok. Prevádzkové stavy sa ur£ia z ro£ného priebehu potreby,
napríklad z £iary trvania prietoku alebo z denostup¬ov vykurovacieho obdobia.

Príklad 13.6 � Ro£ná spotreba pri rôznych spôsoboch regulácie

�erpadlo z pr. 13.4 pracuje 5 000 h/r. Po£as 10% £asu je potrebný prietok 50m3/h, 30%
£asu 40, 40% £asu 30 a 20% £asu 20m3/h. Motor má ú£innos´ 0,9, frekven£ný meni£ 0,97.
Porovnajte ro£nú spotrebu elektriny pri ²krtení a pri regulácii otá£ok.
Rie²enie. Príkony na hriadeli (výpo£et ako v pr. 13.4):

Q [m3/h] podiel £asu ²krtenie [kW] otá£ky [kW]

50 10% 3,77 3,77
40 30% 3,75 1,93
30 40% 3,63 0,81
20 20% 3,43 0,24

Ro£ná energia na hriadeli je 18,2MW · h pri ²krtení a 6,65MW · h pri regulácii otá£ok.
Elektrická spotreba:

E =
18,2

0,9
= 20,2MW · h, En =

6,65

0,9 · 0,97
= 7,6MW · h.

Regulácia otá£ok u²etrí 12,6MW · h ro£ne, teda 62%. Pri cene 0,20 EUR/kWh je to
pribliºne 2 500 EUR ro£ne. Zjednodu²enie: pokles ú£innosti motora pri nízkych otá£kach
sme zanedbali. ■

13.22 �erpadlá v solárnych a tepelných systémoch

V malých vykurovacích a solárnych systémoch sa pouºívajú obehové £erpadlá s mokrým rotorom.
Rotor motora je v kvapaline, ktorá ho chladí a maºe loºiská, takºe £erpadlo nemá upchávku.
Moderné obehové £erpadlá majú elektronicky komutovaný motor s reguláciou otá£ok a nieko©ko
reºimov prevádzky (obr. 13.11):

� stály tlakový rozdiel (∆p-c): £erpadlo udrºiava rovnakú dopravnú vý²ku pri kaºdom
prietoku. Je vhodné pre podlahové vykurovanie a systémy, kde tvoria vä£²inu straty
spotrebi£e,

� premenlivý tlakový rozdiel (∆p-v): dopravná vý²ka klesá s prietokom. Pri zatváraní
termostatických ventilov klesne aj strata v rozvodoch a £erpadlo dodá menej. Je vhodné
pre dvojrúrkové sústavy s vykurovacími telesami,

� stále otá£ky, prípadne externé riadenie (signál PWM alebo 0V aº 10V) z regulátora
solárneho systému alebo tepelného £erpadla.
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Obr. 13.11. Pracovné body obehového £erpadla pri regulácii na stály (∆p-c) a premenlivý (∆p-v)
tlakový rozdiel. Po privretí termostatických ventilov sa pracovný bod posunie po zvolenej
regula£nej £iare.

Aplikácia v OZE: £erpadlá v solárnych systémoch a tepelných £erpadlách

V solárnom systéme regulátor zapína £erpadlo pod©a rozdielu teplôt kolektora a zásobníka.
Moderné regulátory menia otá£ky £erpadla tak, aby udrºali poºadovaný teplotný rozdiel.
Pri slabom slne£nom ºiarení tak zniºujú prietok aj spotrebu elektriny [6]. Pri nemrznúcej
zmesi treba po£íta´ s vä£²ou viskozitou, najmä pri rannom rozbehu (kap. 2).
V systémoch drain-back je kolektorový okruh v pokoji vyprázdnený a kvapalina je v zbernej
nádobe pod kolektormi. Pri spustení musí £erpadlo naplni´ okruh a prekona´ celú statickú
vý²ku kolektorov nad hladinou v nádobe. Ide teda o otvorený systém. Po zaplnení sa v
okruhu vytvorí násoska a £erpadlo pokrýva uº len straty. �erpadlo pre drain-back systém
sa preto volí pod©a statickej vý²ky pri plnení a otá£ky sa po naplnení zníºia.
Primárny okruh tepelného £erpadla zem�voda má ve©kú tlakovú stratu vo vrtoch a vo
výparníku. �erpadlo primárneho okruhu je preto spravidla vä£²ie ako obehové £erpadlo
vykurovania. Jeho spotreba zniºuje sezónny výkonový faktor, a preto sa pri návrhu vrtového
po©a kontroluje tlaková strata aj Re pri najniº²ej teplote zmesi (pr. 9.8).

Zhrnutie kapitoly

� �erpadlo musí doda´ dopravnú vý²kuH = Hst+hz(Q). V energetike prevládajú odstredivé
£erpadlá. Typ obeºného kolesa ur£ujú ²peci�cké otá£ky nq.

� Teoretická dopravná vý²ka vyplýva z Eulerovej rovnice Ht∞ = u2vθ2/g. Skuto£ná
charakteristika H(Q) je men²ia o sklz a straty a klesá s prietokom.

� Hydraulický výkon je Ph = ρgQH. Elektrický príkon je vä£²í o straty £erpadla, motora a
meni£a.

� �erpadlo má pracova´ blízko bodu najvy²²ej ú£innosti (BEP).

� Pracovný bod je priese£ník charakteristiky £erpadla a systému. Pri sériovom zapojení sa
s£ítajú vý²ky, pri paralelnom prietoky.
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� A�nitné zákony: Q ∝ n, H ∝ n2, P ∝ n3 pre podobné body. Platia pre systém len vtedy,
ak je jeho charakteristika parabolou cez po£iatok.

� Regulácia ²krtením takmer nezniºuje príkon. Regulácia otá£kami v uzavretých okruhoch
zniºuje príkon s tretou mocninou prietoku.

� Kavitácii zabráni podmienka NPSHA ≥ NPSHR + rezerva. Pri teplej vode a ve©kej sacej
vý²ke je riziko kavitácie ve©ké.

Kontrolné otázky

1. �ím sa lí²ia hydrodynamické a objemové £erpadlá? Kde sa ktoré pouºívajú?

2. Ako súvisí Eulerova rovnica s dopravnou vý²kou £erpadla? Pre£o je skuto£ná vý²ka men²ia
ako teoretická?

3. Pre£o sa dopravná vý²ka udáva v metroch a nie v pascaloch?

4. Ktoré straty zah¯¬a ú£innos´ £erpadla? Pre£o majú malé obehové £erpadlá nízku ú£innos´?

5. �o je BEP? Pre£o nemá £erpadlo dlhodobo pracova´ ¤aleko od neho?

6. Ako sa ur£í pracovný bod £erpadla? Ako sa posunie pri privretí ventilu?

7. Pre£o dve paralelne zapojené £erpadlá nedajú dvojnásobný prietok?

8. Formulujte a�nitné zákony. Pre£o v otvorenom systéme so statickou vý²kou neplatia pre
pracovné body?

9. Pre£o sa pri regulácii ²krtením príkon £erpadla takmer nemení?

10. �o je kavitácia a aké má následky?

11. De�nujte NPSHA a NPSHR. Ako ovplyv¬uje teplota vody nebezpe£enstvo kavitácie?

12. Pre£o sa z hlbokých studní £erpá ponornými £erpadlami?

13. Aký je rozdiel medzi reguláciou ∆p-c a ∆p-v obehového £erpadla?

14. Pre£o musí £erpadlo v systéme drain-back prekona´ statickú vý²ku, hoci ide o uzavretý
okruh?

Úlohy na precvi£enie

1. �erpadlo dopravuje 20L/s vody na vý²ku 35m. Ú£innos´ £erpadla je 0,78, motora 0,93.
Ur£te hydraulický výkon, príkon na hriadeli a elektrický príkon. [6,87; 8,80; 9,47 kW]

2. Ur£te ²peci�cké otá£ky £erpadla s parametrami v BEP Q = 0,02m3/s, H = 40m, n =
2900/min. O aký typ kolesa ide? [25,8; radiálne]

3. �erpadlo s charakteristikou H = 45 − 0,02Q2 pracuje v systéme H = 18 + 0,01Q2 (m,
m3/h). Ur£te pracovný bod. [30m3/h; 27m]

4. �erpadlo pri 2 900/min dodáva 30m3/h pri vý²ke 40m s príkonom 4,5 kW. Ur£te podobný
bod pri 2 320/min. [24m3/h; 25,6m; 2,30 kW]

5. Otá£ky £erpadla v uzavretom okruhu sa zníºia na 70%. Ko©kokrát sa zmení prietok a
hydraulický výkon? [0,7; 0,343]
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6. �erpadlo z úlohy 3 sa prevádzkuje pri 80% otá£ok. Aký bude prietok? Porovnajte s
odhadom pod©a a�nitných zákonov. [19,0m3/h; pod©a a�nity 24]

7. Dve £erpadlá z úlohy 3 sa zapoja paralelne do toho istého systému. Ur£te celkový prietok
a dopravnú vý²ku. [42,4m3/h; 36m]

8. �erpadlo saje vodu s teplotou 50 ◦C z otvorenej nádrºe s hladinou 3m pod osou £erpadla.
Atmosférický tlak je 98 kPa, straty v sacom potrubí 0,6m, NPSHR = 4m. Ur£te NPSHA,
rezervu a najvä£²iu saciu vý²ku pri rezerve 0,5m. [5,24m; 1,24m; 3,74m]

9. Staré obehové £erpadlo s príkonom 65W pracuje 5 000 h/r. Nové £erpadlo s reguláciou
otá£ok má priemerný príkon 12W. Ko©ko elektriny sa ro£ne u²etrí? [265 kW · h]

10. Solárny okruh má pri 0,6m3/h tlakovú stratu 25 kPa. Ur£te hydraulický výkon. Aká je
celková ú£innos´ obehového £erpadla s elektrickým príkonom 25W? [4,2W; 17%]

11. Systém drain-back má kolektory 7m nad hladinou v zbernej nádobe. Tlaková strata
okruhu pri 0,4m3/h je 15 kPa (voda). Akú dopravnú vý²ku potrebuje £erpadlo pri plnení
a akú po vytvorení násosky? [8,5m; 1,5m]

12. Pre modelové £erpadlo v systéme z pr. 13.2 vypo£ítajte pracovný bod pri 90% a 70%
otá£ok a porovnajte ho s BEP pri týchto otá£kach. [41,7 a 21,4m3/h; BEP pri 45 a 35]
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Kapitola 14

Hydraulické turbíny a malé vodné
elektrárne

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent ur£í hydroenergetický potenciál úseku toku, £istý spád
a výkon vodnej elektrárne. Vysvetlí premenu energie v turbíne pomocou Eulerovej rovnice
a rýchlostných trojuholníkov, rozlí²i rovnotlakové a pretlakové turbíny a pozná ich hlavné
typy. Zvolí vhodný typ turbíny pod©a spádu, prietoku a merných otá£ok, posúdi kavitáciu
a saciu vý²ku. Vypo£íta prietok v náhone a cez prepad a ur£í ro£nú výrobu malej vodnej
elektrárne z £iary prekro£enia prietokov.

K©ú£ové pojmy

hydroenergetický potenciál, hrubý a £istý spád, malá vodná elektráre¬ (MVE), Eulerova
turbínová rovnica, rovnotlaková a pretlaková turbína, Peltonova, Francisova, Kaplanova
a Bánkiho turbína, savka, merné otá£ky, Thomov kavita£ný sú£inite©, náhon, Manningov
vz´ah, Froudovo £íslo, kritická h¨bka, vodný skok, prepad, pre£erpávacia elektráre¬, £iara
prekro£enia prietokov, in²talovaný a zostatkový prietok

Voda je najstar²ím a stále jedným z najvýznamnej²ích obnovite©ných zdrojov elektriny. Na
rozdiel od slnka a vetra je jej výroba dobre predvídate©ná a vodné elektrárne dokáºu rýchlo meni´
výkon. Preto majú v elektriza£nej sústave nezastupite©nú úlohu, a pre£erpávacie elektrárne aj
ako ve©kokapacitné úloºiská energie. Malé vodné elektrárne (MVE) s výkonom do 10MW [19]
vyuºívajú spády na men²ích tokoch, náhonoch, jazoch a v technologických systémoch, napríklad
na odtokoch z £istiarní odpadových vôd alebo vo vodovodoch.

V tejto kapitole spojíme takmer v²etko, £o sme sa v knihe nau£ili: hydrostatiku (kap. 3),
energetickú bilanciu (kap. 6), bilanciu hybnosti a momentu hybnosti (kap. 7), straty v potrubí
a miestne straty (kap. 10 a 11) aj kavitáciu (kap. 13). Výklad nadväzuje na [5, 16, 19, 20].
Hydraulickému návrhu hatí sa podrobne venujú [22, 23].

Na zamyslenie

Na potoku je starý mlynský náhon s hrubým spádom 6m. Priemerný prietok je okolo
3,6m3/s, no po£as roka kolí²e od 0,5 po viac ako 20m3/s. Aký ve©ký prietok má turbína
spracova´? Ktorý typ turbíny sa hodí? A ko©ko elektriny za rok moºno reálne vyrobi´?

203
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Projektová úloha

Predbeºný návrh MVE na zadanom pro�le toku. Z £iary prekro£enia prietokov ur£ite
in²talovaný prietok, zvo©te typ turbíny, vypo£ítajte straty v privádza£i a ro£nú výrobu
elektriny. Porovnajte ro£nú výrobu pre nieko©ko in²talovaných prietokov a posú¤te, ako sa
mení doba vyuºitia in²talovaného výkonu.

14.1 Vodná energia a hydroenergetický potenciál toku

Voda v toku má polohovú energiu, ktorá sa pri prúdení korytom postupne mení na teplo trením
o dno a brehy a vo víroch. Vodná elektráre¬ túto energiu sústredí do jedného miesta. Ha´ alebo
hrádza zvý²i hladinu vody, náhon alebo privádza£ ju vedie s malým sklonom a malými stratami
k turbíne a spád, ktorý by sa inak stratil pozd¨º toku, sa spracuje v turbíne (obr. 14.1).

Teoretický (hrubý) výkon úseku toku s prietokom Q a rozdielom hladín Hb je

Pb = ρ g QHb. (14.1)

Sú£et takýchto výkonov po úsekoch toku pri priemernom prietoku sa nazýva hydroenergetický
potenciál toku. Technicky vyuºite©ný potenciál je men²í, pretoºe nie je moºné vyuºi´ celý prietok
ani celý spád a treba zoh©adni´ straty, ochranu prírody, plavbu a iné vyuºitie vody.

Príklad 14.1 � Potenciál úseku toku

Úsek potoka d¨ºky 3 km má spád 12m a priemerný prietok 5m3/s. Ur£te teoretický
priemerný výkon a teoretickú ro£nú energiu.
Rie²enie. Pb = 1000 · 9,81 · 5 · 12 = 589 kW. Ro£ná energia je 589 · 8760 = 5,16GW · h.
Skuto£ná výroba MVE bude pre straty, ú£innos´ a nerovnomernos´ prietoku výrazne men²ia
(odd. 14.17). ■

14.2 Hrubý a £istý spád, straty v privádza£i

Hrubý spád Hb je rozdiel hladín hornej a dolnej vody. �istý spád Hn je energia, ktorú má
turbína naozaj k dispozícii. Je to rozdiel energetických vý²ok vody na vstupe do turbíny a na
výstupe z nej. Z energetickej bilancie (rov. (6.11)) vyplýva

Hn = Hb −
∑

hz, (14.2)

kde
∑

hz sú straty v náhone, na £esliach a vtoku (odd. 11.5), trením v privádza£i (kap. 10),
v kolenách a armatúrach a v odpadovom kanáli (obr. 14.1). Straty rastú s druhou mocninou
prietoku, takºe £istý spád pri ve©kých prietokoch klesá. Pri rie£nych elektrár¬ach navy²e pri
ve©kých prietokoch stúpa hladina dolnej vody rýchlej²ie ako hornej a hrubý spád sa zmen²uje.

Pod©a spôsobu vytvorenia spádu rozli²ujeme priehradové (spád vytvára hrádza alebo ha´ a
strojov¬a je pri nej) a deriva£né elektrárne. Pri deriva£ných sa voda vedie náhonom alebo
privádza£om s men²ím sklonom, ako má tok, a spád sa sústredí na jeho konci. Návrh privádza£a
je optimaliza£ná úloha medzi cenou potrubia a stratou výroby (odd. 10.17, [49]). Obvykle sa
volí strata 2% aº 5% hrubého spádu.
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Obr. 14.1. Pozd¨ºny pro�l deriva£nej MVE s náhonom a tlakovým privádza£om. �istý spád Hn je
hrubý spád zmen²ený o straty pozd¨º prívodu vody.

14.3 Výkon a ú£innos´ vodnej elektrárne

Elektrický výkon elektrárne je (rov. (6.12))

P = ηt ηp ηg ρ g QHn, (14.3)

kde ηt je ú£innos´ turbíny, ηp ú£innos´ prevodu (ak je turbína spojená s generátorom cez
prevodovku alebo reme¬) a ηg ú£innos´ generátora. Turbíny MVE majú v optimálnom bode
ú£innos´ pribliºne 85% aº 92%, ve©ké turbíny aj viac. Generátory malých výkonov dosahujú
90% aº 96% [19]. Celková ú£innos´ vz´ahovaná na hrubý spád je potom okolo 70% aº 85%. Pre
predbeºné odhady sa £asto pouºíva vz´ah P ≈ 8QHb [kW], ktorý zodpovedá celkovej ú£innosti
0,82.

Príklad 14.2 � Výkon MVE s tlakovým privádza£om

MVE z pr. 10.4 a 11.5 má hrubý spád 40m a prietok 0,5m3/s. Straty trením v privádza£i sú
1,16m, miestne straty 0,24m. Ú£innos´ turbíny je 0,90, generátora 0,95. Ur£te £istý spád a
elektrický výkon.
Rie²enie. Hn = 40− 1,16− 0,24 = 38,6m,

P = 0,90 · 0,95 · 1000 · 9,81 · 0,5 · 38,6 = 162 kW.

Celková ú£innos´ vzh©adom na hrubý spád je 162/(1000 · 9,81 · 0,5 · 40 · 10−3) = 0,825. ■

14.4 Eulerova turbínová rovnica

V odd. 7.11 sme z bilancie momentu hybnosti odvodili Eulerovu rovnicu hydraulických strojov.
Pre turbínu, do ktorej voda vstupuje na polomere 1 a vystupuje na polomere 2, je teoretický
spád spracovaný obeºným kolesom

Ht =
u1 vθ1 − u2 vθ2

g
(14.4)

(rov. (7.14)). Turbína odoberá vode moment hybnosti: rozvádza£ vodu pred kolesom rozto£í a
koleso ju �odkrúti�. Aby sa na výstupe nestrácala kinetická energia obvodovej zloºky rýchlosti,
navrhuje sa koleso tak, aby voda v optimálnom bode vystupovala bez víru, vθ2 ≈ 0. Potom

Ht =
u1 vθ1
g

. (14.5)
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Pomer teoretického a £istého spádu je hydraulická ú£innos´ ηh = Ht/Hn. Rozdiel pokrývajú
hydraulické straty v ²pirále, rozvádza£i, kolese a savke. Celková ú£innos´ turbíny zah¯¬a e²te
objemové straty (voda, ktorá obteká koleso ²trbinami) a mechanické straty v loºiskách a
tesneniach [20].

Príklad 14.3 � Obvodová zloºka rýchlosti na vstupe do kolesa

Pre turbínu z pr. 14.2 (Hn = 38,6m) s hydraulickou ú£innos´ou 0,92, vstupným priemerom
kolesa 0,5m a otá£kami 750/min ur£te obvodovú zloºku absolútnej rýchlosti na vstupe do
kolesa pri výstupe bez víru.
Rie²enie. Ht = 0,92 · 38,6 = 35,5m, u1 = πD1n/60 = π · 0,5 · 750/60 = 19,6m/s. Pod©a
(14.5):

vθ1 =
g Ht

u1
=

9,81 · 35,5
19,6

= 17,7m/s.

Túto obvodovú zloºku musí vode udeli´ rozvádza£ a ²pirála. ■

14.5 Rýchlostné trojuholníky

Absolútnu rýchlos´ vody v rozkladáme na uná²avú (obvodovú) rýchlos´ kolesa u a relatívnu
rýchlos´ vo£i lopatke w: v = u + w (obr. 7.8). Relatívna rýchlos´ musí na vstupe smerova´
v smere nábeºnej hrany lopatky, inak voda naráºa na lopatku a vznikajú rázové straty. Na
výstupe sleduje relatívna rýchlos´ sklon odtokovej hrany. Z rýchlostných trojuholníkov na vstupe
a výstupe sa pri návrhu ur£ujú uhly lopatiek, rozvádza£a aj rozmery kolesa.

Pri zmene prietoku sa zmenia meridiánové (prietokové) zloºky rýchlosti, kým obvodová rýchlos´
kolesa pri stálych otá£kach zostane rovnaká. Trojuholníky sa preto deformujú. Na vstupe vzniká
nábeh na lopatku pod iným uhlom a na výstupe zostáva vír. Pretlakové turbíny to kompenzujú
natá£aním lopatiek rozvádza£a, Kaplanove turbíny aj natá£aním lopatiek obeºného kolesa
(odd. 14.9). Vír za kolesom pri prevádzke mimo optimálneho bodu spôsobuje v savke tlakové
pulzácie a vibrácie.

14.6 Rovnotlakové a pretlakové turbíny

Turbíny sa delia pod©a toho, kde sa tlaková energia vody mení na kinetickú [16, 20]:

� Rovnotlakové (ak£né) turbíny premenia celý spád na kinetickú energiu vo©ného prúdu
v dýze e²te pred kolesom. Koleso pracuje pri atmosférickom tlaku a len mení smer prúdu
(odd. 7.9). Patria sem Peltonova, Turgova a Bánkiho turbína.

� Pretlakové (reak£né) turbíny majú koleso úplne zaplavené vodou a tlak v ¬om klesá
od vstupu k výstupu. �as´ energie sa mení na kinetickú aº v kolese. Koleso je pohá¬ané
aj reakciou zrých©ujúcej sa vody v kanáloch medzi lopatkami. Patria sem Francisova,
Kaplanova a vrtu©ová turbína. Za kolesom je savka, ktorá spätne získava kinetickú energiu
a umoº¬uje umiestni´ turbínu nad dolnou vodou (odd. 14.13).

Podiel spádu spracovaného v kolese pretlakom sa nazýva stupe¬ reakcie. Pri rovnotlakových
turbínach je nulový, pri Francisových pribliºne 0,5 aº 0,7, pri Kaplanových e²te vä£²í.
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Obr. 14.2. Schémy hlavných typov turbín: (a) Peltonova s dýzou a lopatkami v tvare misiek, (b)
Francisova v meridiánovom reze, (c) Kaplanova s natá£avými lopatkami obeºného kolesa.

14.7 Peltonova turbína

Peltonova turbína (obr. 14.2a) sa pouºíva pri ve©kých spádoch a malých prietokoch. Voda z
privádza£a vyteká jednou alebo viacerými dýzami a vo©ný prúd dopadá na lopatky v tvare
dvojitých misiek. Ostrie uprostred misky rozdelí prúd na dve polovice, ktoré sa oto£ia takmer
o 180◦ (odd. 7.9, [13, 36]).

Rýchlos´ prúdu z dýzy je
v = φ

√
2 g Hn, (14.6)

kde φ ≈ 0,97 aº 0,98 je rýchlostný sú£inite© dýzy. Ideálna obvodová rýchlos´ lopatiek je polovica
rýchlosti prúdu (rov. (7.10)). Pre straty trením sa v praxi volí u ≈ 0,46 v aº 0,47 v. Prietok sa
reguluje posúvaním ihly v dýze, ktorá mení prierez výtoku, ale takmer nemení rýchlos´ prúdu.
Preto má Peltonova turbína plochú krivku ú£innosti a dobre pracuje aj pri malých prietokoch
(obr. 14.4). Pri náhlom odpojení generátora vychýli de�ektor prúd mimo kolesa. Ihla sa potom
zatvára pomaly, aby v privádza£i nevznikol hydraulický ráz. Turbíny s vodorovnou osou mávajú
jednu alebo dve dýzy, so zvislou osou aº ²es´.

Príklad 14.4 � Rozmery Peltonovej turbíny

Peltonova turbína z pr. 7.4 (Hn = 350m, Q = 0,2m3/s) má jednu dýzu s φ = 0,98 a otá£ky
1 000/min. Ur£te priemer prúdu a priemer kolesa pri u = 0,47 v.
Rie²enie. v = 0,98

√
2 · 9,81 · 350 = 81,2m/s. Plocha prúdu A = Q/v = 2,46 · 10−3m2,

priemer prúdu d =
√

4A/π = 56mm. Obvodová rýchlos´ u = 0,47·81,2 = 38,2m/s, priemer
kolesa

D =
60u

π n
=

60 · 38,2
π · 1000

= 0,73m.

Pomer D/d = 13 je v beºnom rozsahu. Príli² malý pomer by znamenal ve©ké lopatky na
malom kolese a nízku ú£innos´. ■

14.8 Francisova turbína

Francisova turbína (obr. 14.2b) je najroz²írenej²ia pretlaková turbína pre stredné spády. Voda
prichádza do ²pirálovej skrine, ktorá ju rovnomerne rozdelí po obvode. Natá£avé lopatky
rozvádza£a vodu rozto£ia a regulujú prietok. Voda potom vstupuje do obeºného kolesa radiálne
z vonku a vystupuje z neho axiálne do savky. Francisova turbína dosahuje ve©mi vysokú
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ú£innos´ v optimálnom bode, ale pri malých prietokoch ú£innos´ rýchlo klesá (obr. 14.4). Pri
prietokoch pod asi 40% menovitého sa neodporú£a dlhodobá prevádzka, pretoºe vznikajú silné
pulzácie vo víre za kolesom [19]. Pri MVE sa Francisove turbíny pouºívajú najmä pri spádoch
rádovo desiatky aº stovky metrov a pri pomerne stálom prietoku.

14.9 Kaplanova a vrtu©ová turbína

Pri malých spádoch a ve©kých prietokoch sa pouºívajú axiálne turbíny (obr. 14.2c). Obeºné
koleso má tvar lodnej vrtule s malým po£tom lopatiek (3 aº 6). Pri vrtu©ovej turbíne sú
lopatky kolesa pevné a prietok sa reguluje len rozvádza£om. Ú£innos´ pri £iasto£nom prietoku
preto rýchlo klesá. Kaplanova turbína má natá£avé lopatky obeºného kolesa aj rozvádza£a
(dvojitá regulácia). Pri kaºdom prietoku sa nastaví taká kombinácia uhlov, aby rýchlostné
trojuholníky zostali blízko optimálnych. Výsledkom je ve©mi plochá krivka ú£innosti v ²irokom
rozsahu prietokov (obr. 14.4). Kaplanove turbíny sa preto hodia pre rie£ne MVE s premenlivým
prietokom. Pouºívajú sa vo viacerých usporiadaniach. Pri kolenovej turbíne (turbína v tvare S)
je hriade© vyvedený z koleno savky. Pri prieto£nej turbíne je generátor umiestnený v uzavretom
puzdre priamo v prúde vody.

14.10 Bánkiho turbína a stroje pre malé spády

Bánkiho turbína (turbína s prie£nym prietokom, angl. cross-�ow) je rovnotlaková turbína s
valcovým kolesom s oblúkovými lopatkami. Voda prechádza kolesom dvakrát, najprv z vonku
dovnútra a potom zvnútra von. Je jednoduchá na výrobu a údrºbu a dá sa vyrobi´ aj v malých
diel¬ach. Rozdelením vstupného otvoru na dve komory v pomere 1:2 dosahuje plochú krivku
ú£innosti. Jej maximálna ú£innos´ je v²ak niº²ia ako pri ostatných typoch, asi 75% aº 85%
[16, 19]. �asto sa pouºíva pri obnove starých mlynov a pri mikro-elektrár¬ach.

Pre ve©mi malé spády (pribliºne 1m aº 10m) sa pouºívajú:

� Archimedova skrutka (vodná skrutka) pracujúca ako turbína. Je pomalobeºná, znesie
plávajúce ne£istoty a je ²etrná k rybám,

� vodné kolesá na obnovených historických náhonoch,

� £erpadlá pracujúce ako turbíny (angl. pump as turbine). Sú lacné, ale nemajú
reguláciu a pri inom prietoku ako návrhovom je ich ú£innos´ nízka. Hodia sa pre stály
prietok, napríklad vo vodovodoch namiesto reduk£ných ventilov.

Pri návrhu nových turbín pre malé spády sa £oraz £astej²ie pouºívajú numerické simulácie CFD.
Výsledok v²ak závisí od zvoleného modelu turbulencie (odd. 9.7, [12]).

14.11 Merné otá£ky a výber typu turbíny

Rovnaký výkon moºno získa´ pri ve©kom spáde a malom prietoku alebo naopak. Typ turbíny
ur£ujú merné (²peci�cké) otá£ky. V praxi vodných turbín sa pouºíva tvar s výkonom [16, 21]

ns = n

√
P

H
5/4
n

[n] = 1/min, [P ] = kW, [Hn] = m. (14.7)

Sú to otá£ky geometricky podobnej turbíny, ktorá by pri spáde 1m dávala výkon 1 kW.
Orienta£né rozsahy sú: Peltonova turbína s jednou dýzou asi 10 aº 35 (viacdýzová do asi 60),
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Francisova 60 aº 400 a Kaplanova a vrtu©ová 300 aº 1000 [16]. Pri generátore pripojenom
priamo na sie´ s frekvenciou 50Hz musia otá£ky zodpoveda´ synchrónnym otá£kam n = 3000/p,
kde p je po£et pólových párov (1 500, 1 000, 750, 600, 500/min at¤.). Pri malých spádoch sa
preto £asto pouºíva prevodovka alebo reme¬ový prevod.

Na prvý výber typu turbíny slúºia diagramy oblastí pouºitia v súradniciach spád�prietok
(obr. 14.3). Oblasti sa prekrývajú. Kone£nú vo©bu ovplyvní aj rozsah zmien prietoku, cena,
dostupnos´ výrobcu a nároky na údrºbu [19, 21].

Príklad 14.5 � Vo©ba typu turbíny

Pre MVE z pr. 6.5 (Hn = 23,2m, Q = 1,2m3/s, P = 228 kW) ur£te merné otá£ky pri
synchrónnych otá£kach 750 a 1 000/min a zvo©te typ turbíny.
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Obr. 14.3. Orienta£né oblasti pouºitia turbín pre malé vodné elektrárne a £iary kon²tantného
výkonu (P ≈ 8QH). Hranice oblastí sa u rôznych výrobcov lí²ia.

Rie²enie. Pri 750/min:

ns = 750 ·
√
228

23,25/4
= 750 · 15,1

50,9
= 223,

pri 1 000/min ns = 297. Obe hodnoty leºia v oblasti Francisovej turbíny, £o potvrdzuje aj
obr. 14.3. Ak sa prietok po£as roka výrazne mení, treba zváºi´ aj Kaplanovu turbínu alebo
dve men²ie Francisove turbíny, ktoré dokáºu pracova´ pri £iasto£nom prietoku s lep²ou
ú£innos´ou. ■

14.12 Charakteristiky a ú£innos´ pri £iasto£nom za´aºení

Prietok toku sa po£as roka mení, a preto MVE pracuje ve©kú £as´ £asu pri £iasto£nom prietoku.
Rozhodujúci je preto nielen najvy²²í bod ú£innosti, ale celý jej priebeh (obr. 14.4). Peltonova
a Kaplanova turbína majú plochú krivku a pracujú dobre od asi 10% aº 20% menovitého
prietoku. Francisova turbína má vysokú, ale uº²iu krivku. Vrtu©ová turbína s pevnými lopatkami
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je pouºite©ná len v úzkom rozsahu okolo návrhového prietoku [16, 19].
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Obr. 14.4. Typický priebeh ú£innosti turbín MVE pri £iasto£nom prietoku (orienta£né krivky, pod©a
[19]). Skuto£né krivky poskytuje výrobca.

Kompletné vlastnosti turbíny popisuje univerzálna (mu²©ová) charakteristika. Sú to £iary
kon²tantnej ú£innosti v súradniciach pomerných otá£ok a pomerného prietoku, ktoré sa ur£ujú
na modeli v laboratóriu a prepo£ítavajú na dielo pod©a zákonov podobnosti, obdobne ako
a�nitné zákony £erpadiel (odd. 13.14). Pri MVE s viacerými turbínami sa ú£innos´ pri malom
prietoku zlep²í tak, ºe niektoré turbíny sa odstavia a ostatné pracujú bliº²ie k optimálnemu
bodu.

14.13 Kavitácia v turbínach a sacia vý²ka

V pretlakovej turbíne je najniº²í tlak na výstupe z obeºného kolesa (obr. 14.5). Turbína býva
umiestnená nad hladinou dolnej vody a savka za kolesom je plná vody. Tlak na výstupe z kolesa
je preto niº²í ako atmosférický, podobne ako v násoske (obr. 6.6). Savka navy²e spoma©uje vodu z
rýchlosti v2 na v3 a mení kinetickú energiu na tlak, £ím tlak za kolesom e²te zníºi. Z energetickej
rovnice medzi výstupom z kolesa (2) a výstupom zo savky (3) dostaneme

p2
ρg

=
pa
ρg

−Hs −
v22 − v23

2g
+ hz,s, (14.8)

kde Hs je vý²ka výstupu z kolesa nad hladinou dolnej vody (sacia vý²ka) a hz,s sú straty v
savke. Ak tlak p2, alebo lokálne tlak na lopatkách, klesne na tlak sýtych pár, vzniká kavitácia
s rovnakými následkami ako v £erpadlách (odd. 13.18). Kavita£ná erózia lopatiek je jednou z
hlavných prí£in opráv turbín.

Nebezpe£enstvo kavitácie vyjadruje Thomov kavita£ný sú£inite© zariadenia

σ =
Ha −Hv −Hs

Hn
, (14.9)

kde Ha = pa/(ρg) a Hv = ps/(ρg) sú vý²ky zodpovedajúce atmosférickému tlaku a tlaku sýtych
pár. �itate© je obdobou NPSHA £erpadla. Turbína pracuje bez kavitácie, ak je σ zariadenia
vä£²í ako kritická hodnota σkr pre danú turbínu, ktorú ur£uje výrobca. Rýchlobeºné turbíny
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obeºné koleso
2

3

v2

v3

Hs (sacia vý²ka)p2 < pa

pa

Obr. 14.5. Savka pretlakovej turbíny. Obeºné koleso je o saciu vý²ku Hs nad hladinou dolnej vody a
tlak p2 za kolesom je men²í ako atmosférický.

(Kaplanove) majú σkr vä£²ie ako pomalobeºné (Francisove) [19, 20]. Najvä£²ia prípustná sacia
vý²ka je

Hs,max = Ha −Hv − σkrHn. (14.10)

Pri ve©kom spáde a ve©kom σkr vychádza záporná. Turbína musí by´ potom umiestnená pod
hladinou dolnej vody.

Príklad 14.6 � Tlak za kolesom Kaplanovej turbíny

Obeºné koleso Kaplanovej turbíny je 3m nad hladinou dolnej vody. Rýchlos´ vody za
kolesom je 6m/s, na výstupe zo savky 1,5m/s, straty v savke 0,3m. Atmosférický tlak
je 101,3 kPa, voda má 15 ◦C (ps = 1,7 kPa). Ur£te absolútny tlak za kolesom a Thomov
sú£inite© zariadenia pri Hn = 8m.
Rie²enie. Pod©a (14.8) (v tlakovom tvare):

p2 = 101 300− 1000 · 9,81 · 3− 1000 · 6
2 − 1,52

2
+ 1000 · 9,81 · 0,3 = 57,9 kPa.

Za kolesom je podtlak 43 kPa. Thomov sú£inite©:

σ =
10,33− 0,17− 3

8
= 0,89.

Ak výrobca udáva pre túto turbínu σkr = 1,0, je sacia vý²ka príli² ve©ká. Pod©a (14.10) je
najvä£²ia sacia vý²ka 10,33− 0,17− 8 = 2,16m. ■

14.14 Prúdenie s vo©nou hladinou v náhonoch

Náhony, odpadové kanály a koryta tokov sú otvorené korytá, v ktorých má voda vo©nú hladinu
s atmosférickým tlakom. Hnacou silou prúdenia je tiaº. Pri rovnomernom prúdení je sklon dna,
hladiny a £iary energie rovnaký a zloºka tiaºe v smere prúdenia sa práve vyrovnáva s trením.
Strednú rýchlos´ udáva Manningov vz´ah [10, 35]

v =
1

n
R2/3 S1/2, Q = Av, R =

A

O
, (14.11)

kde R je hydraulický polomer (²tvrtina hydraulického priemeru, odd. 10.2), S sklon dna a n
Manningov sú£inite© drsnosti [s/m1/3]. Orienta£ne je n ≈ 0,013 aº 0,015 pre betón, 0,022 aº
0,030 pre zemné kanály a 0,030 aº 0,050 a viac pre prirodzené toky [35]. Manningov vz´ah je
empirický náhradný tvar Darcyho�Weisbachovej rovnice pre úplne drsné koryto.
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Charakter prúdenia s vo©nou hladinou ur£uje Froudovo £íslo (odd. 8.13), pre obd¨ºnikové koryto
s h¨bkou h

Fr =
v√
g h

. (14.12)

Pri Fr < 1 je prúdenie rie£ne (pokojné). Rýchlos´ je men²ia ako rýchlos´ ²írenia povrchových v¨n√
gh, a preto sa poruchy ²íria aj proti prúdu, napríklad vzdutie od hate. Pri Fr > 1 je prúdenie

bystrinné. Hranicu tvorí kritická h¨bka, pri ktorej je merná energia prierezu E = h + v2/2g pri
danom mernom prietoku q = Q/b najmen²ia (obr. 14.6). Pre obd¨ºnikové koryto [22]

hkr =
3

√
α q2

g
, Emin =

3

2
hkr. (14.13)
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Obr. 14.6. Merná energia prierezu v závislosti od h¨bky pri mernom prietoku q = 1m2/s. Rovnakú
energiu E > Emin majú dve h¨bky, rie£na a bystrinná.

Pri prechode z bystrinného do rie£neho prúdenia vzniká vodný skok. Hladina náhle stúpne a
v intenzívnom víre sa disipuje ve©ká £as´ energie. Z bilancie hybnosti (kap. 7) vyplýva vz´ah
medzi h¨bkami pred skokom a za ním pre obd¨ºnikové koryto [22]

h2 =
h1
2

(√
1 + 8Fr21 − 1

)
. (14.14)

Vodné skoky sa zámerne vytvárajú vo vývariskách pod ha´ami, kde tlmia energiu prepadajúcej
vody a chránia dno pred vymie©aním.

Príklad 14.7 � Prietok náhonom

Betónový náhon obd¨ºnikového prierezu má ²írku 2m, h¨bku vody 1m, sklon dna 0,000 5
a Manningov sú£inite© n = 0,015. Ur£te rýchlos´ a prietok pri rovnomernom prúdení,
Froudovo £íslo a stratu spádu na 1 km náhonu.
Rie²enie. A = 2m2, O = 2 + 2 · 1 = 4m, R = 0,5m. Pod©a (14.11):

v =
1

0,015
· 0,52/3 · 0,00051/2 = 0,939m/s, Q = 1,88m3/s.
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Fr = 0,939/
√
9,81 · 1 = 0,30, prúdenie je rie£ne. Pri rovnomernom prúdení je sklon £iary

energie rovný sklonu dna. Na 1 km náhonu sa teda stratí 0,5m spádu. Pri spáde MVE 6m
je to viac ako 8%. ■

14.15 Prepady a meranie prietoku v tokoch

Na posúdenie lokality MVE treba pozna´ prietoky v toku. Na malých tokoch a v náhonoch sa
na meranie prietoku pouºívajú meracie prepady (obr. 14.7). Prietok cez prepad závisí len od
prepadovej vý²ky h meranej dostato£ne ¤aleko pred prepadom. Pre ostrohranný obd¨ºnikový
prepad so ²írkou b platí [22]

Q =
2

3
µ b

√
2g h3/2, (14.15)

kde µ je prepadový sú£inite©, pre ostrú hranu µ ≈ 0,63. Presnej²ie vz´ahy zah¯¬ajú prítokovú
rýchlos´, bo£né zúºenie a vplyv hladiny dolnej vody pri nedokonalom prepade [22]. Pri malých
prietokoch je citlivej²í trojuholníkový (Thomsonov) prepad s vrcholovým uhlom θ:

Q =
8

15
µ tan

θ

2

√
2g h5/2, (14.16)

kde pre θ = 90◦ je µ ≈ 0,59, teda Q ≈ 1,4h5/2 (m3/s, m). Rovnaké vz´ahy platia aj pre kapacitu
hatí a bezpe£nostných prepadov [22, 23].

h

≥ 3h aº 4h (miesto merania h)

s
b

obd¨ºnikový

θ

trojuholníkový

Obr. 14.7. Ostrohranný merací prepad (bo£ný poh©ad) a tvary prepadových otvorov.

Na vä£²ích tokoch sa prietok ur£uje metódou rýchlos´�plocha (odd. 4.7): rýchlos´ sa meria
hydrometrickou vrtu©ou, elektromagnetickým alebo ultrazvukovým prístrojom, v sú£asnosti
£asto akustickým dopplerovským pro�lometrom [10, 14]. Pri návrhu MVE sa v²ak nepouºívajú
jednorazové merania, ale dlhodobé rady prietokov z vodomerných staníc, spracované do £iary
prekro£enia prietokov (odd. 14.17).

Príklad 14.8 � Merací prepad

Obd¨ºnikový ostrohranný prepad so ²írkou 1,5m má prepadovú vý²ku 0,30m. Ur£te prietok.
Aký prietok by zodpovedal vý²ke 0,20m na trojuholníkovom prepade s uhlom 90◦?
Rie²enie. Pod©a (14.15): Q = 2

3 ·0,63 ·1,5 ·
√
19,62 ·0,33/2 = 0,459m3/s. Pre trojuholníkový

prepad Q ≈ 1,4 · 0,25/2 = 0,025m3/s = 25L/s. ■

14.16 �erpadlová prevádzka a pre£erpávacie elektrárne

Pre£erpávacia vodná elektráre¬ (PVE) má hornú a dolnú nádrº. Pri prebytku elektriny v sieti
£erpá vodu do hornej nádrºe, pri nedostatku ju spú²´a cez turbíny. Je to dnes najroz²írenej²í
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spôsob ve©kokapacitného ukladania elektriny. So zvy²ovaním podielu slne£ných a veterných
elektrární jej význam rastie. Na Slovensku je najvä£²ou PVE elektráre¬ �ierny Váh.

Energia uloºená v hornej nádrºi s uºito£ným objemom V pri strednom spáde H je

E = ρ g V H. (14.17)

Pri £erpaní treba doda´ viac, ako sa pri turbínovej prevádzke získa. Straty vznikajú v £erpadle,
turbíne, motor-generátore, transformátore a privádza£i v oboch smeroch. Celková ú£innos´
cyklu býva okolo 70% aº 80% [16]. Moderné PVE pouºívajú reverzibilné £erpadlové turbíny.
Je to jeden stroj Francisovho typu, ktorý pri jednom smere otá£ania pracuje ako turbína a pri
opa£nom ako £erpadlo. Jeho návrh je kompromisom, pretoºe optimálne tvary lopatiek £erpadla
a turbíny sa lí²ia. A�nitné zákony a charakteristiky z kap. 13 platia pre £erpadlovú prevádzku
bez zmeny.

Príklad 14.9 � Energia pre£erpávacej elektrárne

Horná nádrº PVE má uºito£ný objem 1 · 106m3 a stredný spád je 400m. Ur£te uloºenú
energiu, elektrinu získanú pri ú£innosti turbínovej prevádzky 0,9 a elektrinu potrebnú na
pre£erpanie pri ú£innosti £erpadlovej prevádzky 0,88.
Rie²enie. E = 1000 · 9,81 · 106 · 400 = 3,92 · 1012 J = 1 090MW · h. Získaná elektrina
0,9 · 1090 = 981MW · h, potrebná elektrina 1090/0,88 = 1 239MW · h. Ú£innos´ cyklu je
981/1239 = 79% (bez strát v privádza£i a transformácii). ■

14.17 �iara prekro£enia prietokov a ro£ná výroba MVE

Prietok v toku sa mení v priebehu roka aj medzi rokmi. Pre energetický návrh MVE sa dlhodobý
rad priemerných denných prietokov spracuje do £iary prekro£enia prietokov (obr. 14.8). Pre
kaºdý prietok udáva, po£as ko©kých dní v roku je dosiahnutý alebo prekro£ený. V slovenskej
hydrológii sa charakterizuje tzv. M -dennými prietokmi QMd, napríklad Q90d je prietok
dosiahnutý alebo prekro£ený priemerne 90 dní v roku [22].
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Obr. 14.8. �iara prekro£enia prietokov (ilustra£ný tok s priemerným prietokom 3,6m3/s). Vyfarbená
plocha je prietok vyuºitý turbínou s in²talovaným prietokom Qi = 3,3m3/s pri zostatkovom
prietoku 0,6m3/s a minimálnom prietoku turbíny 0,2Qi.
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Pri návrhu MVE sa z £iary prekro£enia ur£ujú:

� zostatkový (sanitárny) prietok Qzost, ktorý musí vºdy zosta´ v koryte toku pod
odberom kvôli ºivotu vo vode. Jeho hodnotu ur£uje povolenie orgánu ²tátnej vodnej správy,
£asto sa odvodzuje od prietoku Q355d a pod.,

� in²talovaný (návrhový) prietok turbín Qi. Vä£²í in²talovaný prietok znamená vä£²iu
ro£nú výrobu, ale drah²ie zariadenie a menej hodín vyuºitia in²talovaného výkonu. V praxi
sa £asto volí v rozsahu prietokov prekro£ených asi 90 aº 180 dní v roku [19],

� minimálny prietok turbíny, pod ktorým sa turbína odstaví (obr. 14.4).

Prietok turbínou v danom dni je

Qt = min
(
Q−Qzost, Qi

)
, (14.18)

pokia© nie je men²í ako minimálny prietok turbíny. Ro£ná výroba je sú£tom denných výrob:

E =
∑
dni

ηt(Qt) ηg ρ g QtHn(Q) · 24 h. (14.19)

Výsledok sa £asto vyjadruje dobou vyuºitia in²talovaného výkonu T = E/Pi. Pre MVE býva
rádovo 3 000 h/r aº 5 500 h/r.

Príklad 14.10 � Ro£ná výroba MVE

Pre tok z obr. 14.8 a MVE s £istým spádom 6m, Kaplanovou turbínou s krivkou ú£innosti
pod©a obr. 14.4, minimálnym prietokom turbíny 0,2Qi, ú£innos´ou generátora 0,94 a
zostatkovým prietokom 0,6m3/s porovnajte ro£nú výrobu pre rôzne in²talované prietoky.
Rie²enie. Výpo£et pod©a (14.18) a (14.19) po d¬och (v tabu©kovom procesore alebo v
Pythone) dáva:

Qi [m3/s] Pi [kW] dni prevádzky E [MW · h/r] T [h/r]

2,2 110 307 599 5 460
2,7 134 294 667 4 960
3,3 164 276 730 4 440
4,2 209 253 799 3 820
5,6 279 222 863 3 090

Zvä£²enie in²talovaného prietoku z 2,2 na 5,6m3/s (155%) zvý²i výrobu len o 44%. Kaºdý
¤al²í kubík in²talovaného prietoku je vyuºitý menej dní v roku. Optimum ur£í ekonomické
porovnanie ceny zariadenia a výnosov z predaja elektriny. In²talovaný prietok 3,3m3/s
zodpovedá prietoku Q120d. Teoretický potenciál pri priemernom prietoku je 1000 · 9,81 ·
3,6 · 6 · 8760 = 1,86GW ·h. Vyuºije sa z neho asi 40%. Tým je zodpovedaná úvodná otázka.
■

Aplikácia v OZE: vodná elektráre¬ a ºivotné prostredie

MVE vyrába elektrinu bez emisií, zasahuje v²ak do vodného toku. Ha´ preru²uje migráciu
rýb a zmen²uje prirodzenú dynamiku toku. Odber vody zniºuje prietok v obchádzanom
úseku. Preto sa pri MVE budujú rybovody a obtokové koryta (biokoridory), dodrºiava
sa zostatkový prietok a pouºívajú sa £esle s malou svetlos´ou a turbíny ²etrné k rybám,
napríklad Archimedova skrutka [19, 22]. Posúdenie vplyvu na ºivotné prostredie je sú£as´ou
povo©ovania kaºdej MVE.
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Zhrnutie kapitoly

� Teoretický výkon toku je ρgQHb. �istý spád je hrubý spád zmen²ený o straty v náhone,
£esliach, privádza£i a odpade. Elektrický výkon je P = η ρgQHn, pre odhad P ≈ 8QHb

[kW].

� Turbína odoberá vode moment hybnosti. Teoretický spád je Ht = (u1vθ1−u2vθ2)/g. Voda
má vystupova´ bez víru.

� Rovnotlakové turbíny (Pelton, Bánki) premenia spád na kinetickú energiu v dýze.
Pretlakové turbíny (Francis, Kaplan) majú koleso zaplavené a za ním savku.

� Typ turbíny ur£ujú merné otá£ky ns = n
√
P/H5/4 a oblasti pouºitia v diagrame spád�

prietok. Peltonova a Kaplanova turbína majú plochú krivku ú£innosti, Francisova a
vrtu©ová uº²iu.

� V pretlakovej turbíne je za kolesom podtlak. Kavitáciu posudzuje Thomov sú£inite© σ =
(Ha −Hv −Hs)/Hn.

� V otvorených korytách platí Manningov vz´ah. O charaktere prúdenia rozhoduje Froudovo
£íslo, hranicou je kritická h¨bka. Prietok sa meria prepadmi, Q = 2

3µb
√
2g h3/2.

� Pre£erpávacia elektráre¬ ukladá energiu ρgV H s ú£innos´ou cyklu asi 70% aº 80%.

� Ro£ná výroba MVE sa ur£í z £iary prekro£enia prietokov, in²talovaného a zostatkového
prietoku a krivky ú£innosti turbíny.

Kontrolné otázky

1. �o je hydroenergetický potenciál toku? Pre£o je vyuºite©ný potenciál men²í?

2. Aký je rozdiel medzi hrubým a £istým spádom? Ktoré straty ich rozdiel tvoria?

3. Ako súvisí Eulerova rovnica s výkonom turbíny? Pre£o má voda z kolesa vystupova´ bez
víru?

4. �ím sa lí²ia rovnotlakové a pretlakové turbíny?

5. Pre£o je optimálna obvodová rýchlos´ Peltonovej turbíny asi polovicou rýchlosti prúdu?

6. Ako sa reguluje prietok Peltonovej, Francisovej a Kaplanovej turbíny? Ako to ovplyv¬uje
priebeh ú£innosti?

7. �o sú merné otá£ky a na £o slúºia?

8. Aká je úloha savky? Pre£o je za kolesom pretlakovej turbíny podtlak?

9. De�nujte Thomov kavita£ný sú£inite©. Kedy musí by´ turbína umiestnená pod hladinou
dolnej vody?

10. �o vyjadruje Froudovo £íslo? �ím sa lí²i rie£ne a bystrinné prúdenie?

11. Ako sa meria prietok v malom toku?

12. Ako funguje pre£erpávacia elektráre¬ a pre£o je jej ú£innos´ men²ia ako 100%?

13. �o je £iara prekro£enia prietokov? Ako sa z nej ur£uje in²talovaný prietok a ro£ná výroba
MVE?

14. Pre£o sa pri zvä£²ovaní in²talovaného prietoku ro£ná výroba nezvä£²uje úmerne?
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Úlohy na precvi£enie

1. Ur£te teoretický výkon a ro£nú energiu úseku toku s priemerným prietokom 1,8m3/s a
spádom 25m. [441 kW; 3,87GW · h]

2. MVE má hrubý spád 15m, prietok 2,5m3/s, straty 0,9m, ú£innos´ turbíny 0,89,
prevodovky 0,97 a generátora 0,94. Ur£te £istý spád, výkon a celkovú ú£innos´ vzh©adom
na hrubý spád. [14,1m; 281 kW; 0,763]

3. Obeºné koleso Francisovej turbíny s priemerom 0,8m sa otá£a 600/min. Voda vstupuje
s obvodovou zloºkou 20m/s a vystupuje bez víru. Ur£te teoretický spád a £istý spád pri
hydraulickej ú£innosti 0,93. [51,2m; 55,1m]

4. Peltonova turbína má £istý spád 200m, prietok 0,1m3/s a dve dýzy s φ = 0,98. Ur£te
rýchlos´ prúdu, priemer jedného prúdu a priemer kolesa pri 1 500/min a u = 0,47 v.
[61,4m/s; 32mm; 0,37m]

5. Ur£te merné otá£ky turbíny s výkonom 500 kW pri spáde 8m a otá£kach 250/min. Aký
typ turbíny zvolíte? [415; Kaplanova]

6. Kaplanova turbína má pri £istom spáde 6m kritický Thomov sú£inite© 1,2. Ur£te najvä£²iu
saciu vý²ku pri atmosférickom tlaku 98 kPa a teplote vody 20 ◦C. [2,57m]

7. Zemný náhon lichobeºníkového prierezu (²írka dna 1,5m, sklon svahov 1:1, h¨bka 0,8m)
má sklon 0,000 4 a n = 0,025. Ur£te prietok. [0,92m3/s]

8. Ur£te kritickú h¨bku a minimálnu mernú energiu v obd¨ºnikovom koryte ²írky 3m pri
prietoku 4,5m3/s (α = 1). [0,612m; 0,918m]

9. Pod ha´ou te£ie voda s h¨bkou 0,3m a merným prietokom 3m2/s. Ur£te Froudovo £íslo a
h¨bku za vodným skokom. [5,83; 2,33m]

10. Obd¨ºnikový ostrohranný prepad má ²írku 0,8m. Aká prepadová vý²ka zodpovedá
prietoku 0,15m3/s? [0,217m]

11. Horná nádrº PVE s objemom 500 000m3 je 250m nad dolnou. Ko©ko elektriny dodá pri
ú£innosti 0,88? Ako dlho môºe pracova´ s výkonom 100MW? [300MW · h; 3,0 h]

12. V Pythone alebo v tabu©kovom procesore zopakujte výpo£et pr. 14.10 pre Francisovu
turbínu s minimálnym prietokom 0,4Qi a krivkou ú£innosti pod©a obr. 14.4. Porovnajte
ro£nú výrobu s Kaplanovou turbínou.
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Kapitola 15

Prúdenie plynov a ventilátory

Výstup kapitoly

Po pre²tudovaní kapitoly ²tudent ur£í hustotu plynu zo stavovej rovnice, prepo£íta normálny
a skuto£ný objemový prietok a vypo£íta rýchlos´ zvuku a Machovo £íslo. Rozhodne, kedy
moºno plyn povaºova´ za nestla£ite©ný a kedy treba uvaºova´ kompresibilitu. Vypo£íta
tlakové straty vo vzduchovodoch kruhového aj obd¨ºnikového prierezu, ur£í pracovný bod,
príkon a mernú spotrebu ventilátora. Kvalitatívne vysvetlí prúdenie plynu dýzou a zahltenie
prúdu.

K©ú£ové pojmy

ideálny plyn, merná plynová kon²tanta, normálny objemový prietok, hustota vzduchu,
rýchlos´ zvuku, Machovo £íslo, nestla£ite©ný model, celková a statická teplota, celkový,
statický a dynamický tlak, vzduchovod, ekvivalentný priemer, ventilátor, charakteristika
ventilátora, merný príkon ventilátora (SFP), izoentropické prúdenie, kritický tlakový pomer,
zahltenie dýzy, Lavalova dýza

Doteraz sme sa zaoberali najmä kvapalinami. V mnohých zariadeniach OZE v²ak prúdia
plyny. Vzduch prúdi vo vetracích jednotkách s rekuperáciou tepla, vo vzduchových solárnych
kolektoroch, cez výparníky tepelných £erpadiel vzduch�voda a okolo listov veterných turbín.
Spaliny prúdia v kotloch na biomasu a v komínoch, bioplyn v rozvodoch bioplynových staníc
a para alebo organické pracovné látky v turbínach [8]. Plyny sa od kvapalín lí²ia najmä tým,
ºe ich hustota sa výrazne mení s tlakom a teplotou.

Ukáºeme, ºe vo vä£²ine uvedených aplikácií sa prúdenie plynu dá po£íta´ rovnako ako
prúdenie kvapaliny. Hustotu v²ak treba ur£i´ pre skuto£ný tlak a teplotu. Zistíme aj, kde táto
zjednodu²ená predstava prestáva plati´. Výklad nadväzuje na [1, 5].

Na zamyslenie

Vetracia jednotka s rekuperáciou tepla v rodinnom dome má dva ventilátory, ktoré pracujú
nepretrºite. Ich elektrický príkon je spolu okolo 100W. Za rok spotrebujú takmer 900 kW ·h
elektriny. To je porovnate©né s teplom, ktoré rekuperácia u²etrí po£as prechodného obdobia.
Od £oho závisí príkon ventilátorov? A £o sa stane, ke¤ sa zanesú �ltre?

15.1 Rozdiely medzi kvapalinou a plynom

Základné rozdiely sme zhrnuli v tab. 1.1. Pre výpo£ty prúdenia sú dôleºité tieto:
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� Hustota plynu je rádovo tisíckrát men²ia ako hustota kvapaliny a závisí od tlaku aj
teploty (rov. (2.4)). Pri ohreve vzduchu vo výmenníku alebo v kolektore sa jeho hustota
zmen²í a pri rovnakom hmotnostnom prietoku sa zvä£²í objemový prietok aj rýchlos´
(odd. 5.5).

� Hydrostatické rozdiely tlaku sú v plynoch malé. Pri vý²ke 10m je to v ovzdu²í len asi
120Pa. V potrubí preto zvy£ajne zanedbávame £len ρgz. Výnimkou sú úlohy, kde rozdiel
hustôt vytvára hnací tlak, napríklad ´ah komína a prirodzené vetranie (rov. (3.6)).

� Viskozita plynov s teplotou rastie, kým viskozita kvapalín klesá (odd. 2.4). Kinematická
viskozita vzduchu je asi pätnás´krát vä£²ia ako kinematická viskozita vody.

� Stla£ite©nos´. Pri ve©kých rýchlostiach alebo ve©kých tlakových rozdieloch sa hustota
plynu pozd¨º prúdu mení. Potom neplatí rovnica kontinuity v tvare Av = kon²t. ani
Bernoulliho rovnica v tvare pre nestla£ite©nú tekutinu (odd. 15.6).

15.2 Stavová rovnica ideálneho plynu

Pri tlakoch a teplotách v zariadeniach OZE sa vzduch, spaliny, bioplyn aj ich zloºky správajú
ako ideálny plyn (rov. (2.4)):

p = ρ r T, r =
R

M
, (15.1)

kde p je absolútny tlak, T termodynamická teplota a R = 8,314 J/(mol · K). Merná plynová
kon²tanta je 287 J/(kg ·K) pre suchý vzduch, 518 pre metán a 189 J/(kg ·K) pre oxid uhli£itý.
Pre zmes plynov sa molárna hmotnos´ ur£í ako váºený priemer pod©a objemových (molárnych)
podielov zloºiek, M =

∑
xiMi.

Normálny a skuto£ný objemový prietok

Pretoºe objem plynu závisí od stavu, objemový prietok plynu má zmysel len s údajom o tlaku
a teplote. V plynárenstve a pri bioplyne sa preto prietok udáva ako normálny objemový prietok
[m3/h] (ozna£ovaný aj m3

n/h alebo Nm3/h), teda objem prepo£ítaný na normálne podmienky
0 ◦C a 101,325 kPa. Vo vzduchotechnike a pri plynoch sa objemový prietok zvy£ajne ozna£uje
V̇ (namiesto Q ako pri kvapalinách), aby sa neplietol s teplom. Hmotnostný prietok zostáva
rovnaký, takºe

V̇ = V̇n
ρn
ρ

= V̇n
pn
p

T

Tn
. (15.2)

Príklad 15.1 � Prietok bioplynu

Bioplynová stanica vyrába 50m3/h (normálnych) bioplynu so 60% metánu a 40% CO2

(objemovo). V potrubí má bioplyn teplotu 35 ◦C a pretlak 2 kPa. Ur£te mernú plynovú
kon²tantu, hustotu v normálnom a v skuto£nom stave, skuto£ný objemový a hmotnostný
prietok.
Rie²enie. M = 0,6 · 16,04 + 0,4 · 44,01 = 27,2 g/mol, r = 8,314/0,0272 = 305 J/(kg ·K).

ρn =
101 325

305 · 273,15
= 1,215 kg/m3, ρ =

103 325

305 · 308,15
= 1,098 kg/m3.

Skuto£ný objemový prietok je 50 · 1,215/1,098 = 55,3m3/h, hmotnostný 50 · 1,215 =
60,7 kg/h. Pri návrhu potrubia a meraní prietoku treba pouºi´ skuto£ný stav. ■
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15.3 Hustota vzduchu

Hustota vzduchu sa mení s teplotou, tlakom (nadmorskou vý²kou) a mierne aj s vlhkos´ou
(obr. 15.1). Pri atmosférickom tlaku je pri −10 ◦C hustota 1,34 kg/m3, pri 30 ◦C 1,16 kg/m3,
teda o 15% menej. Vodná para má men²iu molárnu hmotnos´ ako suchý vzduch, preto je vlhký
vzduch pri rovnakom tlaku a teplote o nie£o ©ah²í ako suchý. Rozdiel je v²ak pri beºných
teplotách najviac nieko©ko percent. Závislos´ tlaku a teploty od vý²ky opisuje ²tandardná
atmosféra [26] (rov. (3.7)).

−20 −10 0 10 20 30 40

1

1,1

1,2

1,3

1,4

teplota vzduchu t [◦C]

ρ
[k
g
/m

3
]

0m (101,3 kPa)
1 000m (89,9 kPa)
2 000m (79,5 kPa)

Obr. 15.1. Hustota suchého vzduchu v závislosti od teploty pri tlaku ²tandardnej atmosféry v
nadmorskej vý²ke 0, 1 000 a 2 000m [26].

Aplikácia v OZE: hustota vzduchu a výroba veternej elektrárne

Výkon veternej turbíny je úmerný hustote vzduchu (rov. (1.9)). Pri rovnakej rýchlosti vetra
vyrobí turbína v zime pri −10 ◦C asi o 15% viac ako v lete pri 30 ◦C. Na horskej lokalite v
nadmorskej vý²ke 1 000m vyrobí pribliºne o 11% menej ako na pobreºí. Výrobcovia preto
udávajú výkonovú krivku turbíny pre ²tandardnú hustotu 1,225 kg/m3 a pri hodnotení
lokality sa prepo£ítava na hustotu miestneho vzduchu [24, 25].

15.4 Rýchlos´ zvuku

Malé tlakové poruchy sa v tekutine ²íria rýchlos´ou zvuku a =
√
(∂p/∂ρ)s. Pri zvukovej vlne

prebiehajú zmeny tak rýchlo, ºe nestihne nasta´ výmena tepla. Dej je adiabatický a vratný, teda
izoentropický. Pre ideálny plyn s izoentropickým exponentom κ = cp/cv platí p/ρκ = kon²t., a
teda

a =
√
κ r T . (15.3)

Rýchlos´ zvuku v ideálnom plyne závisí len od teploty, nie od tlaku. Pre vzduch (κ = 1,4) je
pri 20 ◦C a =

√
1,4 · 287 · 293 = 343m/s, pri −20 ◦C 319m/s a v horúcich spalinách pri 500 ◦C

557m/s. Pre porovnanie, vo vode je rýchlos´ zvuku asi 1 450m/s (rov. (2.9)).
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15.5 Machovo £íslo

Pomer rýchlosti prúdenia a rýchlosti zvuku sa nazýva Machovo £íslo:

Ma =
v

a
. (15.4)

Je to podobnostné £íslo, ktoré vyjadruje pomer zotrva£ných síl a síl od stla£ite©nosti. Pod©a
jeho hodnoty rozli²ujeme prúdenie [1]:

� nestla£ite©né (Ma < 0,3), pri ktorom sa hustota mení menej ako o 5%,

� podzvukové (Ma < 1),

� transsonické (Ma ≈ 1), pri ktorom sa v prúde vyskytujú podzvukové aj nadzvukové
oblasti,

� nadzvukové (Ma > 1), pri ktorom vznikajú rázové vlny,

� hypersonické (Ma > 5).

V podzvukovom prúdení sa tlakové poruchy ²íria aj proti prúdu. Prúd pred prekáºkou sa tak
�dozvie� o jej prítomnosti a vopred ju obteká. V nadzvukovom prúdení to nie je moºné a prúd
sa pred prekáºkou mení skokom v rázovej vlne.

15.6 Kritérium nestla£ite©ného modelu

Kedy môºeme prúdenie plynu po£íta´ ako nestla£ite©né? Zmena hustoty pozd¨º prúdu má dve
prí£iny:

1. zmena rýchlosti, pri ktorej sa kinetická energia mení na tlak a naopak. Pri zabrzdení
prúdu z rýchlosti v na nulu vzrastie hustota izoentropicky na hodnotu ρ0 pod©a (15.14).
Pre malé Ma platí

ρ0 − ρ

ρ0
≈ Ma2

2
. (15.5)

Pri Ma = 0,3 sa hustota zmení asi o 4,4% (obr. 15.2). Odtia© pochádza beºné kritérium
Ma < 0,3,

2. tlaková strata v dlhom potrubí. Ak je strata malá v porovnaní s absolútnym tlakom,
∆p/p ≲ 5%, moºno plyn po£íta´ ako nestla£ite©ný so strednou hustotou. V opa£nom
prípade, napríklad pri dia©kových plynovodoch a rozvodoch stla£eného vzduchu, sa
potrubie rozdelí na krat²ie úseky alebo sa pouºijú vz´ahy pre stla£ite©né prúdenie.

Vo vzduchotechnike (rýchlosti do 10m/s, tlakové rozdiely rádovo stovky pascalov) je Ma < 0,03
a ∆p/p < 1%. Prúdenie je nestla£ite©né s ve©kou rezervou. Aj konce listov veterných turbín s
rýchlos´ou okolo 80m/s majú Ma ≈ 0,23. Stla£ite©nos´ treba uvaºova´ v parných a plynových
turbínach, kompresoroch, v expandéroch ORC [8], pri výtoku plynu alebo pary z poistných
ventilov a v rozvodoch stla£eného vzduchu.

15.7 Energetická rovnica pre prúdenie plynu

Pre ustálené prúdenie plynu kontrolným objemom platí prvý zákon termodynamiky v tvare
(rov. (6.2))

q − w =

(
h2 +

v22
2

+ gz2

)
−
(
h1 +

v21
2

+ gz1

)
, (15.6)
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Obr. 15.2. Pomerná zmena hustoty pri zabrzdení prúdu vzduchu v závislosti od Machovho £ísla.
Vyzna£ené sú typické hodnoty vo vzduchotechnike (VZT), na koncoch lopatiek ventilátora
a na koncoch listov veternej turbíny (VT).

kde h = u + p/ρ je merná entalpia, pre ideálny plyn h = cpT . V plynoch je £len gz obvykle
zanedbate©ný. Ak plyn prúdi bez výmeny tepla a práce, zachováva sa celková (stagna£ná)
entalpia h0 = h+ v2/2 a celková teplota

T0 = T +
v2

2 cp
. (15.7)

Je to teplota, ktorú by plyn dosiahol pri adiabatickom zabrzdení na nulovú rýchlos´. Pre vzduch
pri 100m/s je rozdiel T0 − T = 1002/(2 · 1005) = 5,0K. Pri 10m/s je to len 0,05K, takºe vo
vzduchotechnike je statická a celková teplota prakticky rovnaká.

Pri malých Machových £íslach sa rovnica (15.6) pre mechanickú energiu redukuje na známu
roz²írenú energetickú rovnicu v tlakovom tvare (rov. (6.17)). Vo vzduchotechnike sa pouºíva
celkový tlak pc = p+ρv2/2, ktorý je sú£tom statického a dynamického tlaku (odd. 6.8). Bilancia
medzi dvoma prierezmi je

pc1 +∆pc,v = pc2 +∆pz, (15.8)

kde ∆pc,v je prírastok celkového tlaku vo ventilátore a ∆pz sú straty. Pri vý²kových rozdieloch
s rôznou teplotou vzduchu vnútri a vonku k tomu pristupuje vztlakový £len (ρe − ρi) g H
(rov. (3.6)). Tlaky vo vzduchotechnike sa spravidla udávajú ako pretlak alebo podtlak vo£i
okolitému vzduchu (obr. 15.3).

15.8 Tlakové straty vo vzduchovodoch

Straty vo vzduchovodoch po£ítame rovnako ako v potrubí pre kvapaliny, pomocou Darcyho�
Weisbachovej rovnice (rov. (10.5)) a sú£inite©ov miestnych odporov (kap. 11):

∆pz =

(
λ
L

D
+
∑

ζ

)
ρv2

2
. (15.9)

Vzduchovody sa vyrábajú naj£astej²ie z pozinkovaného plechu s ekvivalentnou drsnos´ou okolo
0,15mm (tab. 10.2). Ohybné hadice majú drsnos´ a straty podstatne vä£²ie. Rýchlosti sú rádovo
2m/s aº 8m/s (tab. 10.4). Horná hranica je daná hlukom a stratami. Dynamický tlak pri 5m/s
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Obr. 15.3. Priebeh celkového a statického tlaku v prívodnej vetve vetracieho systému (schéma). Pred
ventilátorom je podtlak, za ním pretlak. Rozdiel celkového a statického tlaku je dynamický
tlak.

je len 15Pa. Straty sú preto malé a merajú sa v pascaloch, typicky okolo 1Pa/m. Významnú £as´
celkovej straty vetracieho systému tvoria zariadenia: �ltre, rekupera£né výmenníky, ohrieva£e,
tlmi£e hluku a výustky. Ich stratu udávajú výrobcovia.

Príklad 15.2 � Strata kruhového vzduchovodu

Kruhovým vzduchovodom s priemerom 250mm a d¨ºkou 20m prúdi vzduch s teplotou 20 ◦C
(ρ = 1,204 kg/m3, ν = 1,52 ·10−5m2/s) rýchlos´ou 5m/s. Drsnos´ je 0,15mm. Ur£te prietok
a tlakovú stratu trením. Posú¤te stla£ite©nos´.
Rie²enie. V̇ = 5 · π · 0,252/4 = 0,245m3/s = 884m3/h. Re = 5 · 0,25/1,52 · 10−5 = 82 400,
k/D = 6 · 10−4. Z Colebrookovej rovnice λ = 0,021 2:

∆pz = 0,0212 · 20

0,25
· 1,204 · 5

2

2
= 25,6Pa.

Merná strata je 1,28Pa/m. Pomer ∆p/p = 25,6/101 325 = 2,5 ·10−4 a Ma = 5/343 = 0,015.
Prúdenie je nestla£ite©né. ■

15.9 Nekruhové kanály vo vzduchotechnike

Vo vzduchotechnike sa pre malú stavebnú vý²ku £asto pouºívajú obd¨ºnikové vzduchovody.
Straty v nich ur£ujeme s hydraulickým priemerom Dh = 2ab/(a + b) (odd. 10.2). V Darcyho�
Weisbachovej rovnici treba pouºi´ skuto£nú strednú rýchlos´ v obd¨ºnikovom priereze v =
V̇ /(ab). Kruhové potrubie s priemerom Dh by pri rovnakej rýchlosti malo men²í prietok, pretoºe
jeho plocha je men²ia ako ab.

V projek£nej praxi sa preto pouºíva aj ekvivalentný priemer. Je to priemer kruhového potrubia,
ktoré má pri rovnakom prietoku rovnakú mernú stratu ako obd¨ºnikové:

De = 1,30
(ab)0,625

(a+ b)0,25
. (15.10)

Umoº¬uje pouºi´ diagramy a tabu©ky pre kruhové potrubie priamo s prietokom obd¨ºnikového
kanála. Obd¨ºnikové kanály s pomerom strán vä£²ím ako asi 1:4 majú zbyto£ne ve©ký obvod, a
teda vy²²ie straty, spotrebu materiálu a tepelné straty. Preto sa im projektanti vyhýbajú.
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Príklad 15.3 � Obd¨ºnikový vzduchovod

Obd¨ºnikovým vzduchovodom 400mm × 250mm prúdi 2 000m3/h vzduchu s teplotou
20 ◦C (drsnos´ 0,15mm). Ur£te mernú stratu s hydraulickým priemerom a s ekvivalentným
priemerom.
Rie²enie. v = (2000/3600)/(0,4 · 0,25) = 5,56m/s, Dh = 2 · 0,4 · 0,25/0,65 = 0,308m,
Re = 112 800, λ = 0,020 0:

∆p

L
=

0,0200

0,308
· 1,204 · 5,56

2

2
= 1,21Pa/m.

Ekvivalentný priemer pod©a (15.10) je De = 0,343m. Kruhové potrubie s týmto priemerom
má pri prietoku 2 000m3/h rýchlos´ 6,00m/s a mernú stratu 1,22Pa/m. Oba postupy dávajú
prakticky rovnaký výsledok. ■

15.10 Ventilátory

Ventilátor je lopatkový stroj, ktorý zvy²uje celkový tlak plynu, spravidla o menej ako asi 10 kPa
(pomer tlakov do asi 1,1). Pri takom malom zvý²ení tlaku je hustota plynu vo ventilátore
prakticky stála a ventilátor sa po£íta rovnako ako £erpadlo. Pri vä£²ích pomeroch tlakov
hovoríme o dúchadlách a kompresoroch, pri ktorých treba uvaºova´ stla£ite©nos´. Pod©a smeru
prúdenia v obeºnom kolese rozli²ujeme (obr. 15.4):

� radiálne ventilátory so ²pirálovou skri¬ou. Dosahujú vä£²ie tlaky. Kolesá s lopatkami
zahnutými dozadu majú najvy²²iu ú£innos´ (aº okolo 80%) a príkon s rastúcim prietokom
neprekra£uje maximum. Kolesá s lopatkami zahnutými dopredu (bubnové) sú pri rovnakom
výkone men²ie a tich²ie, majú v²ak niº²iu ú£innos´. Pouºívajú sa v men²ích vetracích
jednotkách,

� axiálne ventilátory pre ve©ké prietoky a malé tlaky, napríklad vo výparníkoch tepelných
£erpadiel vzduch�voda, v chladiacich veºiach a pri vetraní tunelov,

� diagonálne a prie£noprúdové ventilátory pre ²peciálne pouºitie (klimatiza£né jednotky,
konvektory).

Princíp prenosu energie opisuje rovnako ako pri £erpadlách Eulerova rovnica (odd. 13.3) v
tlakovom tvare ∆pc,t = ρ u2vθ2. Moderné ventilátory vetracích jednotiek majú elektronicky
komutované motory s plynulou reguláciou otá£ok (EC ventilátory).

dopredu zahnuté radiálne dozadu zahnuté
(a) radiálne ventilátory, otá£anie proti smeru hodinových ru£i£iek

(b) axiálny ventilátor

Obr. 15.4. (a) Obeºné kolesá radiálnych ventilátorov s lopatkami zahnutými dopredu, radiálnymi a
zahnutými dozadu. (b) Axiálny ventilátor.
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15.11 Charakteristika ventilátora a systému

Charakteristika ventilátora je závislos´ celkového tlakového rozdielu ∆pc od objemového
prietoku V̇ . Charakteristika vetracieho systému je parabola ∆p = R V̇ 2 (odd. 12.5). Statická
zloºka tu spravidla chýba, aº na vztlakový ú£inok pri vý²kových rozdieloch. Pracovný bod je
priese£ník oboch kriviek (obr. 15.5).
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Obr. 15.5. Charakteristika ventilátora a vetracieho systému. Zanesením �ltrov sa zvä£²í odpor systému
a pri stálych otá£kach klesne prietok.

Pre ventilátory platia a�nitné zákony ako pre £erpadlá (rov. (13.14)). Navy²e treba uvaºova´
zmenu hustoty plynu, pretoºe ventilátor dodáva stálu dopravnú vý²ku (energiu na jednotku
hmotnosti), a nie stály tlak:

V̇2

V̇1

=
n2

n1
,

∆p2
∆p1

=
ρ2
ρ1

(
n2

n1

)2

,
P2

P1
=

ρ2
ρ1

(
n2

n1

)3

. (15.11)

Ventilátor nasávajúci studený vonkaj²í vzduch pri −20 ◦C vytvorí pri rovnakých otá£kach o 16%
vä£²í tlakový rozdiel a má o 16% vä£²í príkon ako pri 20 ◦C. Pri ventilátoroch spalín kotlov na
biomasu je to naopak, horúce spaliny majú malú hustotu.

Pozor � £astá chyba

Axiálne ventilátory majú pri malých prietokoch (vysokom odpore systému) oblas´
nestabilnej prevádzky, v ktorej sa prúd od lopatiek odtrháva (angl. stall). Ventilátor vtedy
hlu£í, vibruje a prietok kolí²e. Pracovný bod musí leºa´ mimo tejto oblasti, aj ke¤ sa �ltre
zanesú.

15.12 Výkon a ú£innos´ ventilátora

Uºito£ný výkon ventilátora a jeho príkon sú

Pu = V̇ ∆pc, P =
Pu

η
, (15.12)
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kde η je celková ú£innos´ ventilátora s motorom. Energetickú náro£nos´ vetrania vyjadruje
merný príkon ventilátora (angl. speci�c fan power, SFP)

SFP =
Pel

V̇
=

∆pc
η

[W/(m3/s)]. (15.13)

SFP má rozmer tlaku (W/(m3/s) = Pa) a rovná sa celkovému tlakovému rozdielu delenému
ú£innos´ou. Zníºi´ sa dá dvoma spôsobmi: men²ími tlakovými stratami systému (vä£²ie prierezy,
�ltre s vä£²ou plochou, výmenníky s malou stratou) a ú£innej²ím ventilátorom.

Príklad 15.4 � Príkon ventilátora vetracej jednotky

Ventilátor vetracej jednotky dopravuje 2 000m3/h pri celkovom tlakovom rozdiele 600Pa.
Celková ú£innos´ je 0,6. Ur£te príkon, SFP a ro£nú spotrebu pri nepretrºitej prevádzke.
Ako sa zmení príkon, ak zanesené �ltre zvä£²ia odpor systému o 30%?
Rie²enie. Pu = 0,556 · 600 = 333W, P = 333/0,6 = 556W, SFP = 600/0,6 =
1 000W/(m3/s). Ro£ná spotreba je 0,556 · 8760 = 4 870 kW · h.
So zanesenými �ltrami je charakteristika systému ∆p = 1,95 · 10−4 V̇ 2 (Pa, m3/h). Pri
charakteristike ventilátora z obr. 15.5 klesne pri stálych otá£kach prietok na 1 834m3/h a
tlakový rozdiel vzrastie na 656Pa. Vetranie je nedostato£né. Ak regulácia zvý²i otá£ky na
pôvodný prietok, vzrastie príkon o 30%. Pravidelná výmena �ltrov je preto aj energetickým
opatrením. ■

Pri prevádzke s premenlivým prietokom, napríklad pri vetraní riadenom koncentráciou CO2, sa
uplatní tretia mocnina z a�nitných zákonov. Pri polovi£nom prietoku klesne príkon ventilátora
v systéme bez statickej zloºky pribliºne na osminu. Rovnako ako pri £erpadlách (odd. 13.17) je
regulácia otá£kami omnoho úspornej²ia ako ²krtenie klapkou.

15.13 Základy stla£ite©ného prúdenia

Pri vä£²ích Machových £íslach sa zmena hustoty musí zahrnú´ do výpo£tu. Pre ustálené
adiabatické prúdenie ideálneho plynu bez trenia (izoentropické prúdenie) platí zachovanie
celkovej entalpie (15.7) a izoentropický vz´ah p/ρκ = kon²t. Stav plynu v ©ubovo©nom mieste
sa dá vyjadri´ pomocou celkových (stagna£ných) hodnôt T0, p0, ρ0 a Machovho £ísla [1]:

T0

T
= 1 +

κ− 1

2
Ma2,

p0
p

=

(
T0

T

) κ
κ−1

,
ρ0
ρ

=

(
T0

T

) 1
κ−1

. (15.14)

Rozvinutím vz´ahu pre tlak do radu pre malé Ma dostaneme

p0 − p =
ρv2

2

(
1 +

Ma2

4
+ . . .

)
. (15.15)

Prvý £len je dynamický tlak z Bernoulliho rovnice. Oprava na stla£ite©nos´ je pri Ma = 0,3 len
2,3%. Preto moºno aj rýchlos´ vzduchu meranú Prandtlovou trubicou (rov. (6.7)) vyhodnocova´
pod©a vz´ahu pre nestla£ite©nú tekutinu aº do rýchlostí okolo 100m/s.

15.14 Prúdenie dýzou � kvalitatívne vysvetlenie

Pre nestla£ite©nú tekutinu platí Av = kon²t. Zúºenie prierezu vºdy zrých©uje prúd. Pre plyn
vyplýva z rovnice kontinuity ρAv = kon²t. a z bilancie hybnosti vz´ah medzi zmenou prierezu
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a zmenou rýchlosti [1]:
dA

A
=

(
Ma2 − 1

) dv
v
. (15.16)

Z neho plynie prekvapivý záver:

� pri podzvukovom prúdení (Ma < 1) sa prúd v zuºujúcom sa kanáli zrých©uje a v
roz²irujúcom spoma©uje, rovnako ako kvapalina,

� pri nadzvukovom prúdení (Ma > 1) je to naopak. Hustota tu klesá rýchlej²ie, ako rastie
rýchlos´, a na ¤al²ie zrýchlenie treba prierez zvä£²ova´,

� rýchlos´ zvuku (Ma = 1) moºno dosiahnu´ len v najuº²om mieste kanála.

Prúd plynu zo zásobníka s tlakom p0 sa v zuºujúcej sa dýze preto nemôºe zrýchli´ nad rýchlos´
zvuku. Ke¤ sa tlak za dýzou (protitlak) pb zniºuje, prietok najprv rastie. Ke¤ klesne pod
kritický tlak

p∗

p0
=

(
2

κ+ 1

) κ
κ−1 κ=1,4

= 0,528, (15.17)

dosiahne prúd v ústí dýzy rýchlos´ zvuku. �al²ie zniºovanie tlaku za dýzou uº prietok nezvä£²í
(obr. 15.6). Hovoríme, ºe dýza je zahltená. Na dosiahnutie nadzvukovej rýchlosti treba za najuº²í
prierez pripoji´ roz²irujúcu sa £as´. Takú dýzu nazývame Lavalova dýza.
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Obr. 15.6. Hmotnostný prietok vzduchu zuºujúcou sa dýzou v závislosti od pomeru tlaku za dýzou a
celkového tlaku pred ¬ou.

Zahltené prúdenie má praktický význam. Prietok cez poistný ventil plynového alebo parného
zásobníka pri ve©kom pretlaku nezávisí od tlaku za ventilom, ale len od stavu pred ním
a od plochy otvoru. Rovnako sa dimenzujú clony na meranie prietoku plynu pri ve©kých
tlakových rozdieloch a dýzy parných turbín. Lavalove dýzy sa pouºívajú v parných turbínach
a v niektorých expandéroch ORC, ktoré premie¬ajú teplo geotermálnych zdrojov a spalín na
elektrinu [8].

15.15 Aplikácie vo vzduchotechnike a energetike

Vetranie s rekuperáciou tepla

Vetracia jednotka s rekuperáciou (obr. 15.7) prená²a teplo z odvádzaného vzduchu do
privádzaného. Na prekonanie strát �ltrov, výmenníka a rozvodov potrebuje dva ventilátory.
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Energetický prínos rekuperácie je rozdiel medzi u²etreným teplom a elektrinou spotrebovanou
ventilátormi. U²etrené teplo je úmerné rozdielu vnútornej a vonkaj²ej teploty, elektrina
ventilátorov nie. V prechodnom období preto môºe by´ prínos malý. Nízke SFP je rovnako
dôleºité ako vysoká ú£innos´ rekuperácie. Motiva£ná jednotka so spotrebou 900 kW · h ro£ne
by pri dvojnásobnom priereze rozvodov a �ltroch s vä£²ou plochou mohla ma´ spotrebu pod
polovicou.

rekupera£ný výmenník

�lter ventilátor ohrieva£ tlmi£

�lterventilátortlmi£

vonkaj²í privádzaný

odvádzanýodpadový

Obr. 15.7. Vetracia jednotka s rekuperáciou tepla (schéma). Kaºdá vetva má vlastný ventilátor, ktorý
prekonáva straty �ltra, výmenníka a rozvodov.

Vzduchové solárne kolektory a tepelné £erpadlá

Vo vzduchových solárnych kolektoroch sa vzduch ohrieva v plochých kanáloch. Pre dobrý
prestup tepla potrebuje turbulentné prúdenie (odd. 9.8) a pre malú spotrebu ventilátora malé
straty. Pri ohreve rastie objemový prietok a rýchlos´. Rovnaký kompromis platí pre výparníky
tepelných £erpadiel vzduch�voda, kde axiálny ventilátor prehá¬a ve©ké mnoºstvo vzduchu cez
lamelový výmenník. Hluk ventilátora je tu £asto rozhodujúcim obmedzením.

Komíny a prirodzený ´ah

�ah komína vytvára rozdiel hustôt studeného vonkaj²ieho vzduchu a teplých spalín (pr. 3.1).
Tento hnací tlak musí pokry´ straty v kotle, dymovode a komíne a dynamický tlak na výstupe.
Pri kotloch na biomasu s nízkou teplotou spalín alebo pri kondenza£ných kotloch je prirodzený
´ah malý a pouºíva sa ventilátor spalín. Rovnaký princíp vyuºíva prirodzené vetranie budov a
solárne komíny.

Veterná energetika

Pri obtekaní listov veternej turbíny je prúdenie nestla£ite©né (obr. 15.2), rozhodujúca je v²ak
hustota vzduchu (odd. 15.3). Za turbínou vzniká úplav so spomaleným a turbulentným
prúdením (kap. 9). Úplavy ovplyv¬ujú ¤al²ie turbíny v parku. Na ich modelovanie a
optimalizáciu rozmiestnenia turbín sa pouºívajú inºinierske modely úplavu, napríklad v nástroji
FLORIS [27]. Pri riadení sústavy sa výroba veterných elektrární predpovedá ²tatistickými a
fyzikálnymi modelmi vychádzajúcimi z predpovedí po£asia [9].

Zhrnutie kapitoly

� Plyny majú malú hustotu, ktorá závisí od tlaku a teploty pod©a stavovej rovnice p = ρrT .
Objemový prietok plynu treba udáva´ so stavom. V praxi sa pouºíva normálny objemový
prietok.
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� Hustota vzduchu klesá s teplotou a nadmorskou vý²kou, £o ovplyv¬uje výrobu veterných
elektrární aj príkon ventilátorov.

� Rýchlos´ zvuku v ideálnom plyne je a =
√
κrT . Machovo £íslo Ma = v/a rozhoduje o

stla£ite©nosti.

� Pri Ma < 0,3 a malých tlakových stratách (∆p/p do 5%) moºno plyn po£íta´ ako
nestla£ite©ný. Týka sa to vzduchotechniky, ventilátorov aj obtekania veterných turbín.

� Straty vo vzduchovodoch sa po£ítajú Darcyho�Weisbachovou rovnicou, pre obd¨ºnikové
kanály s hydraulickým alebo ekvivalentným priemerom.

� Ventilátory sa po£ítajú ako £erpadlá. V a�nitných zákonoch treba zoh©adni´ hustotu plynu.
Energetickú náro£nos´ vetrania vyjadruje SFP = ∆pc/η.

� Pri stla£ite©nom prúdení sa prúd v zuºujúcej sa dýze nezrýchli nad rýchlos´ zvuku. Pod
kritickým tlakovým pomerom 0,528 je dýza zahltená a prietok nezávisí od tlaku za ¬ou.

Kontrolné otázky

1. V £om sa lí²i výpo£et prúdenia plynu od prúdenia kvapaliny?

2. Pre£o sa prietok bioplynu udáva v normálnych kubických metroch?

3. Ako závisí hustota vzduchu od teploty a nadmorskej vý²ky? Aký to má vplyv na výrobu
veternej turbíny?

4. Pre£o rýchlos´ zvuku v ideálnom plyne nezávisí od tlaku?

5. �o vyjadruje Machovo £íslo? Aké druhy prúdenia pod©a neho rozli²ujeme?

6. Kedy moºno prúdenie plynu povaºova´ za nestla£ite©né? Uve¤te obe kritériá.

7. �o je celková teplota a celkový tlak? Kedy je medzi celkovou a statickou teplotou
významný rozdiel?

8. �ím sa lí²i hydraulický a ekvivalentný priemer obd¨ºnikového vzduchovodu?

9. Aké druhy ventilátorov poznáte a kde sa pouºívajú?

10. Pre£o sa v a�nitných zákonoch ventilátorov objavuje hustota?

11. �o je SFP a ako ho moºno zníºi´?

12. Pre£o sa prúd plynu v zuºujúcej sa dýze nemôºe zrýchli´ nad rýchlos´ zvuku? �o je
zahltená dýza?

13. Od £oho závisí energetický prínos vetrania s rekuperáciou tepla?

Úlohy na precvi£enie

1. Ur£te hustotu vzduchu pri teplote −15 ◦C a tlaku 95 kPa a pri 35 ◦C a 101 kPa. [1,282;
1,142 kg/m3]

2. Bioplyn so 55% metánu a 45% CO2 má normálny prietok 120m3/h. Ur£te mernú plynovú
kon²tantu, normálnu hustotu a hmotnostný prietok. [290 J/(kg ·K); 1,28 kg/m3;
153 kg/h]
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3. Aká je rýchlos´ zvuku vo vzduchu pri 0 ◦C a v spalinách s κ = 1,33 a r = 290 J/(kg · K)
pri 200 ◦C? [331; 427m/s]

4. Koniec listu veternej turbíny s priemerom 120m sa pohybuje pri 12/min. Ur£te Machovo
£íslo pri 15 ◦C a odhadnite zmenu hustoty. [0,22; 2,4%]

5. Aká je celková teplota vzduchu so statickou teplotou 20 ◦C pri rýchlosti 250m/s? Aký je
Ma? [51,1 ◦C; 0,73]

6. Kruhový vzduchovod s priemerom 315mm a d¨ºkou 35m vedie 1 500m3/h vzduchu s
teplotou 20 ◦C (drsnos´ 0,15mm). Ur£te rýchlos´ a stratu trením. [5,35m/s; 38Pa]

7. Ur£te hydraulický a ekvivalentný priemer vzduchovodu 600mm × 300mm. [0,400;
0,457m]

8. Ventilátor dodáva 3 600m3/h pri 450Pa s ú£innos´ou 0,55. Ur£te príkon a SFP. Aký bude
príkon pri 2 400m3/h pri regulácii otá£kami (systém bez statickej zloºky)? [818W;
818W/(m3/s); 242W]

9. Ventilátor spalín dodáva pri 20 ◦C tlakový rozdiel 800Pa. Aký tlakový rozdiel dodá pri
rovnakých otá£kach pre spaliny s teplotou 180 ◦C (vlastnosti vzduchu)? [518Pa]

10. Zo zásobníka stla£eného vzduchu s pretlakom 6 bar uniká vzduch netesnos´ou do atmosféry
(1 bar). Je prúdenie zahltené? Pri akom najvä£²om pretlaku v zásobníku by e²te zahltené
nebolo? [áno, pb/p0 = 0,14; 0,89 bar]

11. �ah komína vý²ky 8m pri teplote spalín 120 ◦C a vonkaj²ej teplote 10 ◦C. Spaliny uvaºujte
ako vzduch pri tlaku 101,3 kPa. [27,4Pa]
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Dodatok A

Zoznam symbolov

Zoznam obsahuje symboly, ktoré sa v u£ebnici vyskytujú vo viacerých kapitolách. Niektoré
písmená majú pod©a zauºívanej praxe viac významov; konkrétny význam vºdy vyplýva z textu
kapitoly. Symboly pouºité len v jednom odvodení sú vysvetlené priamo pri ¬om.

Latinské písmená

Symbol Význam Jednotka

A plocha prierezu m2

Ar plocha rotora veternej turbíny m2

a rýchlos´ zvuku; faktor axiálnej indukcie (vietor) m/s; �
a, b strany obd¨ºnikového prierezu m
b ²írka (prepadu, kanála, obeºného kolesa) m
Cd prietokový sú£inite© (dýza, clona, otvor) �
cP sú£inite© výkonu veternej turbíny �
cT sú£inite© ´ahu veternej turbíny �
cp, cv merná tepelná kapacita pri stálom tlaku a objeme J/(kg ·K)
D priemer (potrubia, obeºného kolesa, rotora) m
Dh hydraulický priemer m
De ekvivalentný priemer obd¨ºnikového kanála m
E energia (ro£ná výroba, spotreba) J, kW · h
e merná energia (na jednotku hmotnosti) J/kg
ez merná stratová energia J/kg
F sila N
g tiaºové zrýchlenie m/s2

H vý²ka, dopravná vý²ka £erpadla m
H£ dopravná vý²ka £erpadla v energetickej rovnici m
Hb, Hn hrubý a £istý spád vodnej elektrárne m
Hs sacia vý²ka £erpadla, vý²ka osi turbíny nad dolnou

vodou
m

Hst statická zloºka charakteristiky systému m
Ht teoretická (Eulerova) dopravná vý²ka alebo spád m
h h¨bka, vý²ka st¨pca kvapaliny; merná entalpia m; J/kg
hz stratová vý²ka m
hkr kritická h¨bka v otvorenom koryte m
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Symbol Význam Jednotka

I intenzita turbulencie �
IC , Ix kvadratický moment plochy m4

K modul objemovej pruºnosti Pa
Kv prietokový sú£inite© armatúry (Kvs pri plnom

otvorení)
m3/h

k ekvivalentná (absolútna) drsnos´ steny m
k/D pomerná drsnos´ �
L d¨ºka m
Le ekvivalentná d¨ºka miestneho odporu m
l zmie²avacia d¨ºka m
M krútiaci moment; molárna hmotnos´ N ·m; kg/mol
m hmotnos´ kg
ṁ hmotnostný prietok kg/s

n otá£ky; Manningov sú£inite© drsnosti 1/min; s/m1/3

nq ²peci�cké otá£ky £erpadla (n
√
Q/H3/4) �

ns ²peci�cké otá£ky turbíny (n
√
P/H

5/4
n ) �

NPSH £istá kladná sacia vý²ka (A dostupná, R potrebná) m
O omo£ený obvod m
P výkon, príkon W
Ph hydraulický (uºito£ný) výkon W
p tlak (absolútny, ak nie je uvedené inak) Pa
pa atmosférický tlak Pa
pe pretlak Pa
pv podtlak Pa
ps tlak nasýtených pár Pa
pc celkový tlak (p+ ρv2/2) Pa
p0 tlak v zabrzdenom prúde (stagna£ný), tlak v

zásobníku
Pa

∆pz tlaková strata Pa
Q objemový prietok kvapaliny m3/s

Q̇t tepelný tok W
R hydraulický odpor (hz = RQ2); polomer;

hydraulický polomer v koryte
s2/m5; m

r merná plynová kon²tanta; polomer J/(kg ·K); m
S sklon dna koryta �
T termodynamická teplota; ´ah rotora K; N
T0 celková (stagna£ná) teplota K
t teplota v stup¬och Celzia; £as ◦C; s
u obvodová (uná²avá) rýchlos´; merná vnútorná

energia
m/s; J/kg

u′ �uktuácia rýchlosti m/s
u∗ trecia (dynamická) rýchlos´ m/s
u+, y+ bezrozmerná rýchlos´ a vzdialenos´ od steny �
V objem m3

V̇ objemový prietok plynu (V̇n normálny) m3/s
v rýchlos´ (stredná prierezová), absolútna rýchlos´ v

turbostroji
m/s

vθ obvodová zloºka absolútnej rýchlosti m/s
v vektor rýchlosti m/s
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Symbol Význam Jednotka

w relatívna rýchlos´ v obeºnom kolese m/s
w£, wt merná práca £erpadla a turbíny J/kg
x, y, z karteziánske súradnice m
z geodetická vý²ka m

Grécke písmená

Symbol Význam Jednotka

α Coriolisov sú£inite©; uhol; exponent pro�lu vetra �; ◦; �
β Boussinesqov sú£inite©; sú£inite© objemovej

roz´aºnosti; uhol lopatky
�; 1/K; ◦

∆ rozdiel, zmena �
δ hrúbka medznej vrstvy m
ε výkon disipovaný na jednotku hmotnosti W/kg
η ú£innos´; Kolmogorovova d¨ºková mierka �; m
θ uhol (zmá£ací, uhol ohybu, polárna súradnica) ◦

κ izoentropický exponent (cp/cv); Kármánova
kon²tanta

�

λ Darcyho sú£inite© trenia �
µ dynamická viskozita; výtokový sú£inite© prepadu Pa · s; �
ν kinematická viskozita m2/s
ρ hustota kg/m3

σ povrchové napätie; Thomov kavita£ný sú£inite© N/m; �
τ ²mykové napätie (τw na stene) Pa
φ rýchlostný sú£inite© dýzy; uhol �; ◦

Ω vírivos´ 1/s
ω uhlová rýchlos´ rad/s
ζ sú£inite© miestneho odporu �

Bezrozmerné £ísla

Symbol Význam De�nícia

Re Reynoldsovo £íslo vD/ν
Ma Machovo £íslo v/a
Fr Froudovo £íslo v/

√
gh

Naj£astej²ie indexy

Index Význam

1, 2 vstupný a výstupný prierez, za£iatok a koniec úseku
a atmosférický
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Index Význam

b hrubý (spád); protitlak za dýzou
c celkový (tlak)
£ £erpadlo
e pretlak; ekvivalentný
g generátor
h hydraulický
kr kritický
n £istý (spád); normálne podmienky (plyny)
S, V sacie a výtla£né hrdlo £erpadla
s tlak nasýtených pár; sanie
t turbína; teoretický
w stena
z strata
0 zabrzdený (stagna£ný) stav, pokojový stav
∗ kritický stav v najuº²om priereze dýzy



Dodatok B

Fyzikálne vlastnosti tekutín

Tabu©ka B.1. Vlastnosti vody na medzi sýtosti (okrem blízkosti kritického bodu prakticky nezávislé
od tlaku). Spracované pod©a [1, tab. A-3].

t ρ cp µ ν ps
◦C kg/m3 kJ/(kg ·K) mPa · s mm2/s kPa

0 999,8 4,217 1,792 1,792 0,611
10 999,7 4,194 1,307 1,307 1,228
20 998,0 4,182 1,002 1,004 2,339
30 996,0 4,178 0,798 0,801 4,246
40 992,1 4,179 0,653 0,658 7,384
50 988,1 4,181 0,547 0,554 12,35
60 983,3 4,185 0,467 0,475 19,94
70 977,5 4,190 0,404 0,413 31,19
80 971,8 4,197 0,355 0,365 47,39
90 965,3 4,206 0,315 0,326 70,14

Tabu©ka B.2. Vlastnosti suchého vzduchu pri tlaku 101,325 kPa. Spracované pod©a [1, tab. A-4].

t ρ µ ν
◦C kg/m3 10−5 Pa · s 10−5m2/s

-20 1,394 1,630 1,17
0 1,292 1,729 1,34
20 1,204 1,825 1,52
40 1,127 1,918 1,70
60 1,059 2,008 1,90

Poznámka

Zmesi voda�etylénglykol majú pri rovnakej koncentrácii men²iu viskozitu a niº²í bod
tuhnutia ako zmesi s propylénglykolom (odd. 2.12). Ich vlastnosti uvádzajú technické listy
výrobcov a tabu©ky [41]. Pri návrhu treba vºdy pouºi´ údaje konkrétneho produktu, pretoºe
inhibítory korózie vlastnosti mierne menia.
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Tabu©ka B.3. Vlastnosti zmesí voda�propylénglykol (inhibovaný propylénglykol) pre rôzne objemové
koncentrácie; typické hodnoty výrobcu [30]. Údaje pre konkrétny produkt treba prevzia´
z jeho technického listu.

t ρ cp µ ν
◦C kg/m3 kJ/(kg ·K) mPa · s mm2/s

30% obj.
−10 1033,7 3,821 4,507 4,360
40 1019,6 3,903 1,629 1,598
65 1004,3 3,972 0,914 0,911
90 985,8 4,041 0,604 0,613

40% obj.
−20 1053,2 3,569 48,9 46,4
10 1042,1 3,668 7,217 6,925
40 1026,5 3,768 2,239 2,181
65 1009,9 3,850 1,176 1,165
90 990,1 3,933 0,746 0,754

50% obj.
−30 1064,8 3,339 172,8 162,3
−20 1061,7 3,378 73,0 68,8
10 1049,2 3,493 10,6 10,1
40 1032,2 3,609 3,110 3,013
65 1014,4 3,706 1,548 1,526
90 993,4 3,802 0,934 0,940
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